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1 一至六节

L 是域 F 上的向量空间. 若在这之上又定义操作 L × L → L : (x, y) 7→ [xy], 称为 x 和 y

的交换子, 满足以下性质: (1) 交换子对 x 和 y 为双线性; (2) 对任意 x ∈ L, [xx] = 0; (3) 对任
意 x, y, z ∈ L, Yacobi 恒等式成立 [x[yz]] + [y[zx]] + [z[xy]] = 0, 则称 L 为 F 上的李代数. 注
意, 李代数的定义并没有对 x 与 y 的 “乘积” xy 给出定义, 而只有 “乘积括号” [xy] 的定义. L
的一个子集 K 称为 L 的子代数若 ∀x, y ∈ K, [xy] ∈ K. 显然 K 的子代数自身也是一个李代

数 (乘法定义由 L 继承得到).
对于 F 上的向量空间 V , 定义 EndV 为 V 上的线性变换. 注意 EndV 有加法和乘法

两种运算 (加法继承向量空间加法; 乘法为复合), 故是一个环, 故对 x, y ∈ EndV 可定义符号
[x, y] = xy− yx, 使得 EndV 也成为一个李代数, 记为 gl(V ), 称为一般线性李代数; 任何 gl(V )

的子代数, 称为线性李代数. 注意, 对线性李代数的交换子都是定义为 [x, y] = xy − yx: 本书严
格区分记号 [xy] 和 [x, y]: 前者是一种满足 (1-3) 的抽象操作 L×L→ L, 后者则是特别定义的
xy − yx; 前者只定义了交换子 [xy] 而没有定义乘法 xy, 而后者具有事先定义好的乘法 xy 且

[x, y] 的定义基于乘法定义.
李代数 L 的一个表示是一个由 (抽象) 李代数 L 到线性李代数的同态 ϕ : L → gl(V ), V

是 F 上的向量空间. 注意 L 本身也是一个向量空间, 故可谈 L 到 gl(L) 的同态. 这其中最重
要的一个表示称作伴随表示, 记为 ad : L → gl(L), x 7→ adx, 其中 adx 为 L 上的自同态, 满
足 adx : L → L, y 7→ adx(y) ≡ [xy]. 有时为了强调 adx 作用在 L 上, 我们用记号 adL x. 现
在区分几个符号: ad 作为一个从李代数 L 到线性李代数 gl(L) 的同态, 是李代数的一个表示;
adL ⊂ gl(L) 是 L 在表示下的像, 是 L 上一些自同态的集合, 是 gl(L) 的一个子集, 从而是一
个线性 (子) 李代数, 且其上的交换运算 [adx ad y] 就定义为 [adx, ad y](见上方分析). 一个重
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要的等式: 对于 x, y, z ∈ L, 有

[adx, ad y](z) = adx ad y(z)− ad y adx(z) = adx([yz])− ad y([xz])

= [x[yz]]− [y[xz]] = [x[yz]] + [y[zx]] = −[z[xy]] = [[xy]z] = ad[xy](z),
(1)

其中用到了 Jacobi 恒等式. 从而 [adx, ad y] = ad[xy]. 伴随表示在李代数理论中有着举足轻
重的地位, 因为它建立了抽象李代数 L 与线性李代数的联系而不借助任何其他额外资料. 注意
Ker ad = {x ∈ L| adL(x) = [Lx] = 0} = Z(L), 即李代数 L 的中心.

L 是一个李代数, 其子空间 I 称为 L 的一个理想, 如果 x ∈ L, y ∈ I 导致 [xy] ∈ I, 或简
写为: I 为 L 的一个理想如果 [LI] ⊂ I. L 的理想 I 天然是 L 的一个子 (李) 代数. 除了两
个平凡理想 0 和 L(0) := L, 还有两个特殊的 L 的理想是 L 的中心 Z(L), 和 L 的导出李代数

L(1) := [LL]. 显然, L为阿贝尔的当且仅当导出子代数为零 [LL] = 0. 若 I, J 为李代数 L的两

个理想, 则 I + J := {x+ y|x ∈ I, y ∈ J} 也为 L 的一个理想 ([I + J L] = [IL] + [JL] ⊂ I + J).
类似地, [IJ ] = {

∑
i[xiyi]|xi ∈ I, yi ∈ J} 也为 L 的一个理想 ([[xy]L] = −[[yL]x] − [[Lx]y] ⊂

[Jx] + [Iy] ⊂ [IJ ]). 在这个意义上 L 的导出李代数 [LL] 只是 [IJ ] 的一个特例. 李代数称为单
的 (simple), 如果其除了 0 和它自身之外没有其他理想, 且同时满足 [LL] 6= 0; 显然 L 是单李

代数要求 [LL] = L 且 Z(L) = 0. (后面我们将看到, 半单李代数也满足 [LL] = L.) 我们进一
步定义序列 L(i) = [L(i−1)L(i−1)], 并称 L 是可解的, 如果存在非负整数 n 使 L(n) = 0. 显然阿
贝尔李代数可解; 特别地 Z(L) 可解. 设 S 是 L 的一个极大可解理想 (即 [LS] ⊂ S, 存在 m 使

S(m) = 0, 且没有比 S 大且含 S 的理想), 可证这样的极大可解理想是唯一的 (用下方命题1证:
若 I 为 L 的任何其他可解理想, 则命题1(c) 表明 S + I 也为 L 的可解理想且含 S, 故由 S 的

定义必有 S + I = S, 从而 I ⊂ S, 唯一性得证), 称为 L 的根理想, 或简称根 (Radical), 记为
RadL. 李代数 L 称为半单的 (semisimple), 如果 RadL = 0. 显然单李代数是半单的 (单李代
数只有平凡理想, 且由于单李代数的交换子是它自身故不可解). 显然半单李代数 L 不存在阿

贝尔理想; 特别地, 半单李代数 L 的中心 Z(L) = 0.
设 K 为 L 的一个子代数. 子代数 K 的正规化子定义为 NL(K) = {x ∈ L|[xK] ⊂ K}.

对任意 x, y ∈ NL(K), 由于 [[xy]z] + [[zx]y] + [[yz]x] = 0 ∀z ∈ K, 可见 [[xy]z] ∈ K 故

[xy] ∈ NL(K), 从而 NL(K) 是 L 的一个子代数 (但不一定是 L 的理想). 由正规化子定义可见
NL(K) 是具有理想 K 的 L 的最大的子代数.
定义李代数 L 的一个理想序列: L0 = L, L1 = [LL](= L(1)),..., Li = [LLi−1], 称为下降中

心序列或下中心序列, L 称为幂零的, 如果对某个 n, Ln = 0. 还可以定义元素在伴随表示下的
幂零概念: L 为一个李代数, 对 x ∈ L, x 是 ad-幂零的, 如果存在 n 使 adx 为 gl(L) 上的幂零

自同态 (即 (adx)n = 0).
显然, ∀i, L(i) ⊂ Li, 从而幂零李代数为可解李代数.
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命题 1. L 是一个李代数. (a) 若 L 可解, 则 L 所有的子代数及 L 在任何同态下的像都是幂零

的; (b) 若 I 是 L 的一个可解理想且使 L/I 可解, 则 L 自身可解; (c) 若 I, J 都为 L 的可解

理想, 则 I + J 也是 L 的可解理想.

证明. (a): 由定义及对 i 归纳易得, 若 K 是 L 的一个子代数则 K(i) ⊂ L(i), 若 ϕ : L → M 为

满射, 则 ϕ(L(i)) = M (i). (b) 若 (L/I)(n) = 0, 由 (a) 对 π : L → L/I 看出 π(L(n)) = 0, 或
L(n) ⊂ I = Kerπ 现在 I(m) = 0, 则由 (L(i))(j) = L(i+j) 可得 L(n+m) = 0. (c) 由代数同态定理
可证 (I + J)/J 和 I/(I ∩ J) 同构, 从而 (I + J)/J 可解; 再由 (b) 可证.

命题 2. L 是一个李代数. (a) 若 L 幂零, 则 L 所有的子代数及 L 在任何同态下的像都是幂零

的; (b) 若 L/Z(L) 幂零, 则 L 也为幂零; (c) 若 L 为幂零且非零, 则 Z(L) 6= 0.

证明. (a): 由定义及对 i 归纳易得, 若 K 是 L 的一个子代数则 Ki ⊂ Li, 若 ϕ : L → M

为满射, 则 ϕ(Li) = M i. (b) 取任意 x1, ..., xn, y ∈ L, 则由 (L/Z(L))n = 0, 有 ad(x1 +

Z(L)) · · · ad(xn + Z(L))(y + Z(L)) = Z(L), 从而 adx1 · · · adxn(y) ⊂ Z(L), 即 Ln ⊂ Z(L),
从而 Ln+1 = [LLn] ⊂ [LZ(L)] = 0. (c) 若 Ln = 0, 且 Ln−1 6= 0, 即 [LLn−1] = 0, 则
0 6= Ln−1 ⊂ Z(L).

定理 1. L 为 gl(V ) 的子代数, V 有限维. 若 L 的元素均为 V 上的幂零自同态, V 6= 0, 则存
在 v ∈ V , 使 L.v = 0.

证明. 注意现在讨论的是 gl(V ) 的子代数, 故交换子定义为 [x, y] = xy − yx. 对 dimL 归纳:
dimL = 1时, L由某一个 V 的幂零自同态生成,这个幂零自同态至少有一个 V 中的特征向量,
且对应特征值 0, 故 dimL = 1 成立. 对任意 dimL: 设 K 6= L 为 L 的任何一个子代数, L 为
幂零, 故由上方论断, adLK(作为作用在 L上的诱导表示这个李代数)是幂零的, 同时也可定义
adL/K K. 由于 dimK < dimL, 据归纳假设, 存在 L/K 的元素 x+K 6= K, 使其在 adL/K K
作用下的像 (在 gl(L/K) 中) 为零, 也即对任何 y ∈ K 有 ad y(x+K) ⊂ K, 或 [xy] ∈ K, 即存
在 x 使 [xK] ⊂ K, 从而 K 属于 K 在 L 中的正规化子 NL(K). 现选 K 为 L 的一个极大真

子代数, 则由于 NL(L) 是 L 的一个极大子代数 (见上), 故只能 NL(K) = L, 从而 K 为 L 的

一个理想. 若 dimL/K > 1, 则 L/K 中的一个 1 维子代数在 adL/K K 下的原像是一个真包含
K 的真子代数, 这是不可能的, 故必有 dimL/K = 1, 从而必有 L = K + Fz, ∀z ∈ L\K. 对 K

用归纳假设, W = {v ∈ V |K.v = 0} 非零. 由于 K 为 L 的理想, W 满足如下性质: 对 ∀x ∈ L,
∀y ∈ K, ∀w ∈W , 有 yx.w = xy.w− [x, y].w = 0 (后两者都为零: y ∈ K, 且因 x ∈ L = NL(K)

故 [x, y] ∈ K), 这说明 x.w ∈ W , 即 L.W ⊂ W . 特别地, z.W ⊂ W , 则 z 在 W 中有一个特征

向量, 记为 v, 对应特征值 0, 从而 L.v = 0, 从而对 dimL 得证.

注 1. 评注见 Engel 定理下方.
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定理 2. (Engel) L 的所有元素都为 ad-幂零的当且仅当 L 为幂零的.

证明. 充分性: 如果 L是幂零的,则 L的所有元素都是 ad-幂零的: 若 Ln = 0,则对 ∀x1, ..., xn, y ∈
L, adx1 adx2... adxn(y) = 0, 特别地, 对 ∀x ∈ L, (adx)n = 0. 必要性: 注意到 adL 是 gl(L)

的子代数. 故若李代数 L 的所有元素都是 ad-幂零的, 那么就满足了定理1的条件, 从而存在非
零的 x ∈ L, 使 adL(x) = 0, 即 [Lx] = 0, 从而 Z(L) 6= 0. 因 L的元素均是 ad-幂零的, L/Z(L)
的元素也均是 ad-幂零的, 且 L/Z(L) 的维度严格小于 L. 这样 L′ = L/Z(L) 又符合了定理1的
条件且 dimL′ < dimL. 重复此步骤, 必有某个 L

′···′ = 0 则其为幂零的. 再重复利用上方命
题2的 (b), 则 L 是幂零的.

注 2. Engel 定理很大程度上是定理1的一个自然延伸. 定理1是线性 (李) 代数的一个重要结论,
它说明了线性空间上的幂零自同态的集合有公共的特征向量 (且该特征向量对应特征值 0). 注
意, 幂零自同态的集合自然地构成一个李代数.

引理 1. 设 x ∈ gl(V ) 为 V 上的幂零自同态, 则 x 为 ad-幂零的.

证明. 注意要证的是 x 为 ad-幂零的, 即 adx ∈ gl(gl(V )) 作为 gl(V ) 上的自同态是幂零的. 这
个映射当然就写为 adx, 即 ∀y ∈ gl(V ) 有 adx(y) = [x, y] = xy − yx, 这样, 可以把 adx 看做
两个映射的差: adx = λx − ρx, 这里 λx(y) = xy, ρx(y) = yx. 注意 ρx, λx 作为 gl(V ) 上的自

同态都是幂零的 (ρnx(y) = yxn = 0, λnx(y) = xny = 0), 而两个幂零映射的和或差都为幂零的
(显然 (ρx − λx)

2n(y) = 0), 故 x 为 ad-幂零的.

引理 2. 设 L 为幂零, K 为 L 的一个理想. 若 K 6= 0, 则 K ∩ Z(L) 6= 0. (特别地, Z(L) 6= 0,
即命题2(c) 的内容.)

证明. L 在 K 上有伴随表示, 从而定理1保证存在非零 x ∈ K, 使 adL(x) = 0, 即 [Lx] = 0, 从
而 x ∈ K ∩ Z(L).

注 3. 现在有必要梳理一下几个幂零的概念. 首先, 对于一个向量空间 V , 其上的自同态 x ∈
End(V ) 有幂零的概念, 即存在某个 n 使 xn 为 V 上的零自同态. 这个定义源于线性代数, 故
并未在此再次定义. 特别地, 选 V 为李代数的伴随表示空间 V = gl(L), 则李代数的元素 x ∈ L

在 V = gl(L) 上可以定义三个幂零的概念: ρx 幂零, λx 幂零, 或 adx = ρx − λx 幂零; 最后一
个也就是我们之前定义过的 ad-幂零的概念. 其次, 我们还定义了李代数 L 是幂零的这一概念,
即存在某个 n 使 Ln = 0, 这里记号 Ln = [LLn−1] 源自下降中心序列. 一个自然的问题是为何
不定义 L 中元素 x 为幂零的这一概念. 原因是 x 为幂零的这一条件太强了, 没法很好地利用;
而较弱的条件”L 是幂零的” 则是一个不错的条件, 因为它等价于 L 的所有元素都为 ad-幂零的
(即 Engel 定理). Engel 定理叙述了一个 L 的性质与 L 的任意元素都具有的性质之间的等价

性, 这是这个定理很有意思的地方. 注意, 到此为止 L 都可以为任意李代数, 而非限制在线性李
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代数 L ⊂ gl(V ). 若限制在线性李代数 L ⊂ gl(V ), 则可考虑 x 作为 V 上自同态的幂零性, 我
们也就得到了上述引理, 引理说明了线性李代数的元素的 (作为自同态的) 幂零性可以推出其
ad-幂零性. 但注意, 反之不成立: 如 gl(n,F) 中的单位矩阵 1, 显然有 ad 1 为零映射 (1 与任何
x ∈ gl(n,F) 都交换), 故为幂零映射, 但其作为 Fn 上的线性变换显然不是幂零映射.

定理 3. L 为 gl(V ) 的一个可解子李代数, V 是 F 上的有限维线性空间, charF = 0. 若 V 6= 0,
则 V 中存在向量 v, 它是 L 中所有元素 (V 上自同态) 的公共特征向量.

推论 1. (Lie) L 为 gl(V ) 的一个可解子代数, dimV = n <∞. 则 L 在某组 V 的基下的矩阵

为上三角.

推论 2. 设 L 是任意可解李代数. 则存在 L 的一个理想的链 0 = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln = L, 使
得 dimLi = i.

推论 3. 设 L 为任意可解李代数, x ∈ [LL]. 则 adL x 是幂零的; 特别地, [LL] 是幂零的.

现在回忆线性代数中的 Jordan-Chevalley 分解. 设 V 为一个代数闭域 F (但 charF 可为
任意) 上的有限维向量空间, 对任何一个 x ∈ EndV , Jordan-Chevalley 分解定理表明存在一组
基, 在这组基下 x 的矩阵为 Jordan 标准型. 定义 x ∈ EndV 称为半单的, 若其最小多项式 (注
意, 是最小多项式) 在 F 上的根两两不同 (见线性代数中的证明). 换言之, x 为半单的当且仅
当 x可对角化 (线性代数中称半单为对角化). 进一步地, 两个交换的半单自同态可同时对角化,
从而其和或差也是半单的. 且如果 x 是半单, 且将 V 的子空间 W 映到 W , 则 x 在 W 上的限

制也是半单的.

引理 3. 若 x, y ∈ EndV 均为半单 (即可对角化), 且 x 与 y 交换, 则 x, y 可同时对角化, 从
而其和, 差, 积也是半单的.

证明. 证明见线性代数.

命题 3. V 为 F 上有限维向量空间, x ∈ EndV .
(a) 存在唯一的 xs, xn ∈ EndV 使得 x = xs + xn, 其中 xs 为半单, xn 为幂零, xs 和 xn

交换.
(b) 存在单一变元的多项式 p 和 q, 其常数项均为零, 使 xs = p(x), xn = q(x). 特别地, xs

和 xn 与 y ∈ gl(V ) 交换, 这里 y 是任何与 x 交换的 V 的自同态.
(c) 若 A ⊂ B ⊂ V 为子空间, 且 x 将 B 映到 A, 则 xs 和 xn 也将 B 映到 A.

满足上面条件的唯一分解 x = xs+xn 称为 x的 (加法) Jordan-Chevalley 分解, 或简称
Jordan 分解, xs, xn 分解叫做 x 的半单部分和幂零部分. 注意利用 xs 的可逆性及加法 Jordan
分解, 也可以写出 x 的乘法 Jordan 分解.
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证明. 设 a1, ..., ak(对应重数为 m1, ...,mk) 为 x 的两两不同的特征值, 从而特征多项式为∏
(T − ai)

mi , 这里 T 只是一个无定义的符号. 定义 Vi = Ker(x− ai · 1)mi , 则 V 可写成所有子

空间 Vi 的直和,且 x把每个 Vi 映到 Vi. 在 Vi 上, x显然具有特征多项式 (T −ai)mi . 现使用多
项式环 F[T ] 上的中国剩余定理, 知存在 p(T ), 满足对任意的 i, p(T ) ≡ ai (mod (T − ai)

mi), 且
p(T ) ≡ 0 (mod T ). 注意最后一个条件 p(T ) ≡ 0 (mod T ): 如果存在一个 ai = 0 则显然存在这

样的 p;否则,对所有 (T−ai)mi 及 T 用中国剩余定理也存在这样的 p. 从而令 q(T ) = T−p(T ).
现定义 xs = p(x), xn = q(x). 由于 xs, xn 都为 x 的多项式, 故两者互相交换, 且都与任何其他
与 x 交换的 V 的自同态交换, 则 (b) 得证. 若 x 把某个 V 的子空间映到自身, xs, xn 也如此,
特别地, xs, xn 也都把 Vi 映到 Vi. 由 p(T ) ≡ ai(mod (T − ai)

mi) 可见 xs − ai · 1 在 Vi 上是零

映射, 从而 xs 在 Vi 上是对角的, 且有唯一特征值 ai. 根据定义, xn = x − xs 为幂零的 (从矩
阵形式看出). 由于 p(T ), q(T ) 都没有常数项, 故 (c) 显然成立. 现只需证 (a) 中的唯一性: 令
x = s+ n 为另一个满足条件的分解, 则 xs − s = xn − n, 由 (b), xs, s, xn, n 均两两交换. 由于
交换的两个半单 (幂零) 的 V 的自同态的和或差仍为半单的 (幂零的), 故等式两边既幂零又半
单, 但只有零映射满足. 从而唯一性得证.

引理 4. 设 x ∈ EndV (V 有限维), x = xs+ xn 为 x 的 Jordan 分解. 则 adx = adxs+ adxn
为 adx 的 Jordan 分解.

证明. 由于 xs, xn 分别为半单和幂零, 则 adxs 和 adxn 作为 EndV 上的自同态也为半单和
幂零 (半单: 可视为命题1(a) 作用于单生成元李代数 〈xs〉 的特殊情形; 幂零, 可用引理2). 且
adxs, adxn 交换 (因 [adxs, adxn] = ad[xs, xn] = 0), 故满足命题3(a) 的结论, 从而 adx =

adxs + adxn 就是 adx 的 Jordan 分解.

引理 5. A ⊂ B 为 gl(V ) 的两个子空间, V 有限维. 定义 M = {x ∈ gl(V )|[x,B] ⊂ A}. 设
x ∈M 满足 Tr(xy) = 0 ∀y ∈M , 则 x 为幂零的.

证明. 设 x = s+ n 为 x 的 Jordan 分解. 选定 V 的一组基 v1, ..., vm, 使得在这组基下 s 的矩

阵为 diag(a1, ..., am) (这里特征值 a1, ..., am 中可能有相同的). 定义 E 为素域 (prime field)Q
上由 a1, ..., am 张成的向量空间, 其为 F 的一个子向量空间. 现要证的是, 对于满足引理条件
的那样的 x, 其半单部分 s = 0, 即证 E = 0. 由于 E 在 Q 上维数有限维, 故只需证其对偶
空间 E∗ 为零, 即任何线性函数 f : E → Q 必为零. 给定任何一个映射 f : E → Q, 则可找到
y ∈ gl(V ), 其在基 v1, ..., vm 上的矩阵为 diag(f(a1), ..., f(am)). 现设 gl(V ) 的一组基是 {eij},
其中 eij = δij 是只把 vj 映到 vi, 其他均为零的映射, 则 ad s(eij) = [s, eij ] = seij − eijs =

(ai − aj)eij , 且 ad y(eij) = (f(ai) − f(aj))eij . 现令 r(T ) ∈ F[T ] 为常数项为零的多项式且满
足 r(ai − aj) = f(ai) − f(aj) 对任意 (i, j) 成立; r 的存在性由 Lagrange 插值定理可证. 则
ad y(eij) = r(ai − aj)eij = r(ad s)(eij), 从而 ad y = r(ad s). 由于 ad s 是 adx 的半单部分 (引
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理4), 故由上方命题3的中间结论, ad s 可以写为 adx 的多项式且不含常数项. 从而 ad y 也是
adx 的一个多项式且不含常数项. 由假设, adx 将 B 映入 A, 故 ad y 也将 B 映入 A, 从而
y ∈M . 再利用假设 Tr(xy) = 0, 有

∑
aif(ai) = 0, 其左边是 E 中元素的 Q-线性组合, 故再用

f 作用一次, 得到
∑
f2(ai) = 0, 但 f(ai) 是有理数, 故所有项都为零, 从而必有 f = 0 (因 ai

张成 E).

注 4. 这个证明看上去有些不直观. 其中的关键是对 ∀y ∈ M 这个条件的利用: 既然是最后证
明 x 的性质, 那么就选 M 中的一些和 x 有关系的 y, 这样题设条件 Tr(xy) = 0 就变成 x 的

某个性质可以进行利用. 具体来说, 对任何 x = s + n, 这里直接把 s 看成对角矩阵, 那就选 y

为 f(s), 这里 f 是任何一个 F → F′ 的函数, 其中 F′ 是某个数域. 接下来首先要证的就是 y 的

确属于 M , 思路如下: 发现可证 ad y 是 ad s 的不含常数项的多项式; 而 ad s(作为 adx 的半
单部分) 可写成 adx 的不含常数项的多项式 (命题3的中间结论), 从而 ad y 可写成 adx 的不
含常数项的多项式; 而 x ∈ M 意味着 adx(B) ⊂ A, 故 ad y(B) ⊂ A, 即也有 y ∈ M . 这之后,
就可以轻易地利用 Tr(xy) = 0 这个条件来证明 f = 0; 最后只需由 f = 0 证 s = 0: 由于目
前 f : F → F′ 是任意函数, 故只需要对 f 及 F′ 加以限制, 就可证; 具体的方法就是讲 F′ 限制

为一个素域 (即 Q), 且令 f 不是 F 上的函数, 而是 F 的一个子线性空间 E 上的函数, E 是由
a1, ..., am 张成的 Q 上的线性空间.

定理 4. (Cartan) L 为 gl(V ) 的一个子代数, V 有限维. 若 Tr(xy) = 0 ∀x ∈ [LL] 及 y ∈ L,
则 L 可解.

证明. 我们已有 ∀i, L(i) ⊂ Li, 故李代数 L 幂零可推出其可解. 又由 L1 = [LL] 知 [LL] 幂零

与 L 幂零等价. 从而, 只要推出 [LL] 幂零, 结论则得证. 现利用引理5来证幂零: 令 A = [LL],
B = L, 故 M = {x ∈ gl(V )|[x, L] ⊂ [LL]}. 注意, 当前定理的假设为 x ∈ [LL] ⊂ M 满足

Tr(xy) = 0 ∀y ∈ L; 而引理5所需要的假设为 x ∈ M 满足 Tr(xy) = 0 ∀y ∈ M . 从而我们要证
事实上对任何 w ∈ [LL], z ∈M ,有 Tr(wz) = 0; 而为证此只需证对任何 [LL]的生成元 w 此成

立. [LL] 的生成元 w 都具有形式 w = [u, v], 从而由 Tr(wz) = Tr([u, v]z) = Tr(uvz − vuz) =

Tr(uvz − uzv) = Tr(u[v, z]), 但根据我们的假设等式最右等于零. 从而引理5的条件满足, L 可
解得证.

推论 4. L 为李代数, 且对任何 x ∈ [LL] 及任何 y ∈ L, Tr(adx ad y) = 0. 则 L 可解.

证明. 对 L 的伴随表示 adL(为 gl(L) 上的李代数) 用 Cartan 定理: 注意 x ∈ [LL] 推出

adx ∈ ad[LL] = [adL, adL], 且 ad y ∈ adL, 从而 Cartan 定理的条件满足, 故可得 adL 可解.
注意 ad : L→ adL, 现已证 adL 可解, 且显然 Ker ad = Z(L) 可解, 故由命题1B, L 可解.

L 是一个李代数, 对 x, y ∈ L, 定义 κ(x, y) ≡ Tr(adx ad y). κ 是 L 上的一个对称双线

性变换, 称为 Killing 型. 注意, ad y 是 L 的一个自同态 (不一定是线性变换), 故 adx ad y
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也是 L 的一个自同态, 从而可以讨论线性映射的迹 (Trace), 即 Tr(adx ad y). 有如下关系:
adx ad y ∈ gl(L), 即 adx ad y : L→ L; Tr : gl(L) → F. 注意, 迹这个概念讨论的只是同态本身
的性质. 对于迹, 有恒等式 Tr([a, b]c) = Tr(a[b, c]), 再利用(1)式可见有 κ([xy], z) = κ(x, [yz]),
即 Killing 型满足结合律. 对一个对称二次型 β(x, y), 可以定义其根 (Radical) S = {x ∈
L|β(x, y) = 0 ∀y ∈ L}. 二次型 β 称为非退化的, 如果其根 S 只含有 0. S 事实上为 L 的理想:
对 x ∈ S, y ∈ L, β(x, y) = 0, 那么对任何 y, z ∈ L 有 β(x, [yz]) = 0, 由恒等式有 β([xy], z) = 0

从而 [xy] ∈ S ∀y ∈ L, 即 S 为 L 的一个理想.
我们利用 L 的伴随表示 ad : L → gl(L) 定义了 Killing 型 κ(x, y) = Tr(adx ad y), 并将

证明半单李代数等价于 Killing 型非退化这一重要结论 (见下方定理5). 自然地, 可以设法推
广 Killing 型的概念到任何 L 的表示: 设 L 为半单李代数, ϕ : L → gl(V ) 是 L 的一个忠实

的 (即 1-1 的) 表示, 定义 L 上的对称双线性型 β(x, y) = Tr(ϕ(x)ϕ(y)), 同 Killing 型一样, β
满足结合律: β([xy], z) = β(x, [yz]) (注意到 ϕ([xy]) = [ϕ(x), ϕ(y)], 且 Tr([ϕ(x), ϕ(y)]ϕ(z)) =

Tr(ϕ(x)[ϕ(y), ϕ(z)]),即证). 从而仿照 Killing型处的论断, β 的根 S = {x ∈ L|β(x, y) = 0 ∀y ∈
L} 也为 L 的理想.

命题 4. L 是李代数. 则 L 为半单李代数当且仅当 L 不含非零阿贝尔理想.

证明. 必要性: 阿贝尔理想显然都是可解的, 故若非零阿贝尔理想存在, 则必含于 RadL (L 的
唯一极大可解理想), 导致 L 不可能为半单, 从而 L 为半单则 L 没有非零阿比尔理想; 充分性:
若 L不为半单,则存在非零极大可解理想 RadL,即存在 n使 (RadL)n = [(RadL)n−1(RadL)n−1] =

0, 从而 (RadL)n−1 6= 0 为一阿贝尔理想, 从而若 L 不存在阿贝尔理想则 L 为半单. 得证.

定理 5. L 为李代数. L 为半单李代数当且仅当其 Killing 型非退化.

证明. 必要性: 设 L 半单, 即 RadL = 0. 设 S 为 κ 的根, 则由其定义, Tr(adx ad y) = 0 ∀x ∈
S, y ∈ L, 特别地, 我们令 y ∈ [SS]. 注意这时 adL S 为 gl(L) 的一个子代数, adL x ∈ adL S,
且 adL y ∈ adL[SS] = [adL S adL S]. 故由 Cartan 定理 (这里的 adx, ad y, adL S 为那里的
x, y, L), adL S 可解. 故 S 可解. 但 S 为 L 的一个理想 (见上) 故 S ⊂ RadL = 0, 故 κ 非退

化. 充分性: 设 κ 的根 S = 0. 为证明 L 半单, 只需证明 K 的每一个 L 的阿贝尔理想都在 S

中 (即都为 0). 设 x ∈ I, y ∈ L, 则 adx ad y 定义了映射链 L → L → I, 且 (adx ad y)2 定义
了映射链 L → L → I → I → [II], 但 I 为阿贝尔理想故 [II] = 0, 则 (adx ad y)2 = 0, 从而
adx ad y 为 L 上的幂零自同态, 则 0 = Tr(adx ad y) = κ(x, y), 从而 I ⊂ S = 0. 得证.

注 5. 对于对任意忠实表示 ϕ : L→ gl(V )所定义的 L上的对称双线性型 β(x, y) = Tr(ϕ(x)ϕ(y)),
利用 Cartan 判据可以证明类似定理5的必要性结论: 即 L 为半单李代数时 β 非退化. 证明如
下: 设 L 半单, 即 RadL = 0, 设 S 为 β 的根, 则由其定义, Tr(ϕ(x)ϕ(y)) = 0 ∀x ∈ S, y ∈ L,
特别地, 令 y ∈ [SS], 这时 ϕ(S) 为 gl(V ) 的一个子李代数故由 Cartan 判据可得 ϕ(S) 可解, 故



1 一至六节 9

S(与 ϕ(S) 同构) 也可解, 但 L 半单故 RadL ⊃ S = 0, 故 β 非退化. 但定理5的充分性结论依
赖于交换子与伴随表示的特殊关系, 故对一般的李代数表示 ϕ 无法证明.

一个 F-代数是一个 F 上的线性空间 U , 定义有双线性运算 U × U → U . 该运算一般
记为 (a, b) 7→ ab; 若该双线性运算为李代数中的乘法则我们总以括号表示 (a, b) 7→ [ab]. U

的一个导子为一个线性映射 δ : U → U , 满足 δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b. 易证所有 U 的导子

构成的集合 DerU 为 EndU 的一个子向量空间, 且两个导子的交换子仍为导子: [δ, δ′](ab) =

δ(aδ′(b)+δ′(a)b)−δ′(aδ(b)+δ(a)b) = aδδ′(b)+δδ′(a)b−aδ′δ(b)−δ′δ(a)b = a[δ, δ′](b)+[δ, δ′](a)b.
可见, DerU 为 gl(U) 的一个子李代数.
由于李代数满足上述意义上的 F-代数 (李代数 L 为 F 上的向量空间; 李代数乘法 L× :→

L, (x, y) 7→ [xy] 为双线性), 故也可讨论 L 上的 DerL, 且 DerL 为 gl(L) 的子代数. 之
前已定义过伴随表示, 其是一个李代数 L 到线性李代数 gl(L) 的同态 ad : L → gl(L), 故其
像 adL ⊂ gl(L) 也为 gl(L) 的一个子李代数. 那么一个自然的问题就是 DerL 和 adL 之
间的关系. 一个初步的关系是: adL 为 DerL 的一个理想: 对 x, a, b ∈ L, δ ∈ DerL, 有
[δ, adx](ab) = δ adx(ab)−adx(δ(ab)) = δ([x, ab])−[x, aδ(b)+δ(a)b] = δ(x)ab+xδ(ab)−δ(ab)x−
abδ(x)− x(aδ(b) + δ(a)b) + (aδ(b) + δ(a)b)x = δ(x)ab− abδ(x) = [δ(x), ab] = ad(δ(x))(ab), 即
[δ, adx] = ad(δ(x)), 从而 adL 为 DerL 的一个理想得证. 而下面的定理6对半单李代数给出了
更细致的答案. 为此, 先证几个引理.

引理 6. 设 U 为有限维 F-代数. 则对 DerU 中任意元素, 其分解得到的 (EndU 中的) 幂零和
半单部分也都在 DerU 中.

证明. 对 δ ∈ DerU , 因 DerU 为 EndU 的一个子线性空间, 故 δ ∈ End, 可利用 Jordan 分解
(命题3)写出 δ = σ+ν,其中 σ, ν ∈ EndU 为 δ的半单和幂零的部分. 为证 σ, ν ∈ DerU ,只需证
σ ∈ DerU . 对 a ∈ F定义 Ua = {x ∈ U |(δ−a.1)kx = 0对某个 (依赖于x的) k成立},则 U 可写

为一些 Ua 的直和,其中下标 a为 δ的特征值,且 σ在 Ua 上的作用等效于数量乘法 x 7→ ax. 现
可验证, ∀a, b ∈ F, 有 UaUb ⊂ Ua+b: 只需注意到 (δ− (a+ b).1)n(xy) =

∑n
i=0(

n
i )((δ−a.1)n−ix) ·

((δ − b.1)iy)∀x, y ∈ U . 从而考察 σ 作用于 xy 上: 由于 xy ∈ Ua+b 故 σ(xy) = (a+ b)xy; 另一
方面显然 σ(x)y+xσ(y) = axy+xby = (a+b)xy,从而 σ(xy) = xσ(y)+σ(x)y ∀x ∈ Ua, y ∈ Ub.
再由 U =

∐
Ua, 知 σ 为 U 上的导子, 得证.

引理 7. L 为一个李代数, I 是 L 的一个理想. 若 κ 为 L 的 Killing 型, κI 为 I 的 Killing 型,
则 κI = κ|I×I .

证明. 线性代数中有结论: 若 W 为 (有限维) 向量空间 V 的子空间, ϕ : V → W 为 V 的一

个自同态, 则 Trϕ = Tr(ϕ|W ) (只需选定 W 的一组基并扩张到 V 的一组基; 看在这组基下 ϕ
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的矩阵). 现在选定 x, y ∈ I, 则 adx ad y : L → I 为 L 上的自同态, 从而有 Tr(adI x adI y) =
Tr((adx ad y)|I), 即 κI = κ|I×I .

定理 6. L 为半单李代数, 则 adL = DerL.

证明. 由于 L 为半单的, 故由命题4知 L 不含非零阿贝尔理想, 特别地, Ker ad = Z(L) = 0, 从
而 ad : L→ adL为李代数的同构. 特别地, M := adL上的 Killing型是非退化的 (由定理5得).
再定义简化符号 D := DerL. 前面已经证明 adL 为 DerL 的一个理想, 即有 [D,M ] ⊂ M , 从
而 κM 是 D 的 Killing 型 κD 在 M ×M 上的限制 (由引理7得); 特别地, 若 I = M⊥ 为 D

中的与 M 正交的子空间 (在二次型 κD 的意义下), 则 κM 的非退化性要求 I ∩M = ∅. 由
于 I 和 M 都为 D 的理想, 故 [I,M ] = 0 (因为 [I,M ] ⊂ M 且 [I,M ] ⊂ I). 若 δ ∈ I, 则
ad(δ(x)) = [δ, adx] = 0 ∀x ∈ L, 故由于 ad 为同构, 由 δ(x) = 0 ∀x ∈ L, 即 δ = 0. 从而 I = 0,
DerL = adL.

注 6. 可以利用定理6的结论对任何半单李代数 L 中引入抽象 Jordan 分解. 引理6表明, 若 U

为 F-代数, 则 DerU 中的任何元素在 EndU 中所分解成的半单部分和幂零部分事实上也都在
DerU 中, 现定理6表明 adL 与 DerL 同构, 故对每个 x ∈ L, adx ∈ adL = DerL 可分解为半
单和幂零部分,两部分都属于 DerL = adL (引理6),也即存在 s, n ∈ L,使得 adx = ad s+adn.
据引理6这也就是 adx 在 EndL 中的一般 Jordan 分解. 由于 L 半单, 故 Ker ad = Z(L) = 0

(定理6), 这意味着 x = s + n, 且 [sn] = 0 (Jordan 分解得到 ad s 与 adn 交换, 故 [sn] = 0),
s ad-半单, n ad-幂零. 我们现在把 s, n 分别称为 x 的半单部分和幂零部分 (原来对抽象李代
数 L 的元素是没有这样的分解及定义的). 这样, 我们对任意抽象李代数 L 的元素也定义了半

单部分和幂零部分. 我们知道, 对线性李代数, 其元素有事先定义好的半单部分和幂零部分, 那
么新的定义和原有定义是否会冲突? 答案是否定的. 这将由下方的定理9保证. 为此, 需要用到
如下概念.

李代数 L 称为理想 I1, ..., It 的直和, 如果 L 是 I1, ..., It 作为子向量空间的直和: L =

I1 + ...+ It, 并记作 L = I1 ⊕ · · · ⊕ It. 注意, 这里的加号是对子向量空间的直和, 来源于线性代
数, 是事先有定义的, 与先前定义的理想的加法 I + J 不同 (那里没有事先要求 I + J 为子向量

空间的直和). 因为是子向量空间的直和, 故 i 6= j 时 Ii ∩ Ij = 0, 从而 [IiIj ] ⊂ Ii ∩ Ij = 0, 即 L

可以看成是由 Ii 通过外直和构筑成的向量空间, 其上的李代数乘法分片定义 (即在每个 Ii 上

定义).
一个向量空间 V , 其上定义李代数的作用 L × V → V , (x, v) 7→ x.v, 称为一个 L-模, 如

果满足一下三条性质: 对任意 x, y ∈ L, v, w ∈ V , a, b ∈ F, (1)(ax + by).v = a(x.v) + b(y.v),
(2) x.(av + bw) = a(x.v) + b(x.w), (3) [xy].v = x.y.v − y.x.v. 注意前两条是说明李代数的作
用对于 L 和 V 都是线性的 (与 L, V 都为线性空间这一性质适配); 第三条是李代数交换子的



1 一至六节 11

适配条件; 注意等式右边表明这里的交换子 [xy] 被具体地定义为 [x, y]. L-模的这套语言可以
用来描述李代数的表示: 若 ϕ : L → gl(V ) 为 L 的一个表示, 则 V 可以看做一个 L-模, 李代
数 L 在 V 上的作用定义为 x.v := ϕ(x)(v). 反之, 对任意 L-模 V , 该式都定义了一个 L 的表

示 ϕ : L→ gl(V ). L-子模 W 是 V 的一个子向量空间, 使得 W 也为 L-模. 为证明 W 为 L-子
模, 只需证 L 将 W 映入 W . 一个 L-模 V 称为不可约的, 如果 V 只含有两个 L-子模 (即零模
和 V 自身); 注意我们不把 0 维向量空间看作不可约的. V 称为完全可约的, 如果 V 为不可约

L-自模的直和, 或等价地, 任何 V 的 L-自模 W 都有 W ′ 使 V =W ⊕W ′.
利用 L-模的语言,可以由已知的 L-模来定义衍生其他的 L-模: 对 L-模 V 和 W ,我们可以

将 V 的对偶空间 V ∗, 张量空间 V ⊗W , 自同态环 EndV (也即 V ∗ ⊗ V , 由同构关系 V ∗ ⊗ V ∼=
EndV ), 及线性映射空间 Hom(V,W )(也即 V ∗ ⊗W , 由同构关系 V ∗ ⊗W ∼= Hom(V,W )) 做成
L-模. 具体定义如下:

• 设 V 为 L-模, 则对 f ∈ V ∗, v ∈ V , x ∈ L, 定义 (x.f)(v) = −f(x.v). 则由

([xy].f)(v) = −f([xy].v) = −f(x.y.v − y.x.v) = −f(x.y.v) + f(y.x.v)

= (x.f)(y.v)− (y.f)(x.v) = −(y.x.f)(v) + (x.y.f)(v) = ((x.y − y.x).f)(v)

可证李代数交换子的适配条件满足. 同时也看出为什么定义中 (x.f)(v) = −f(x.v) 有一
个符号. 在这个定义下, V ∗ 为一个 L-模.

• 设 V , W 为 L-模, 定义 V ⊗W 为 F 上的线性空间 V 和 W 的张量空间 (见线性代数),
若选定 V 和 W 的基 (v1, ..., vm) 及 (w1, ..., wn), 则 V ⊗W 为 mn 维向量空间, 一组基为
vi⊗wj . 定义李代数在 V ⊗W 的生成元 v⊗w上的定义为 x.(v⊗w) = x.v⊗w+v⊗x.w (注
意这与一般的群在张量生成元上的作用稍有不同;那时一般定义为 g.(v⊗w) = g.v⊗g.w).
则由

[xy].(v ⊗ w) = [xy].v ⊗ w + v ⊗ [xy].w

= (x.y.v − y.x.v)⊗ w + v ⊗ (x.y.w − y.x.w)

= (x.y.v ⊗ w + v ⊗ x.y.w)− (y.x.v ⊗ w + v ⊗ y.x.w)

= x.y.(v ⊗ w)− y.x.(v ⊗ w)

= (x.y − y.x).(v ⊗ w)

可证李代数交换子的适配条件满足. 在这个定义下, V ⊗W 为一个 L-模.

• 对任意 F 上的线性空间 V , 由标准同态 V ∗ ⊗ V → EndV , f ⊗ v 7→ f(·)v, 其中 f(·)v ∈
EndV 将 w ∈ V 映到 f(w)v. 现若 V 为一个 L-模, 则 V ∗ 可按定义 (x.f)(v) = −f(x.v)
做成一个 L-模, V ∗ ⊗ V 则可做成一个 L-模. 由 x.(f ⊗ v) = x.f ⊗ v + f ⊗ x.v, 再用上面
的标准同态, 得到 x.(f ⊗ v) = x.f ⊗ v + f ⊗ x.v → (x.f)(·)v + f(·)x.v, 这里 · 表 V 中
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的元. 再用 V ∗ 上 L-模的定义得到 (x.f)(·)v + f(·)x.v = −f(x.·)v + f(·)x.v. 注意, 我们
现在想定义的是 L 在 EndV 上的作用, 而现在 f(·)v ∈ End, 故我们定义 g ∈ End 满足
g(·) = f(·)v,从而 −f(x.·)v+f(·)x.v = −g(x.·)+x.g(·),注意 f(·)x.v = x.(f(·)v) = x.g(·)
因 f(·) ∈ F. 从而可以定义 EndV 上的 L 的作用

(x.g)(v) := x.g(v)− g(x.v), x ∈ L, g ∈ EndV, v ∈ V. (2)

从而 EndV 做成 L-模. 注意, 将上式中的 g ∈ EndV 推广为 g ∈ Hom(V,W ), 则可将
Hom(V,W ) 做成 L-模 (其本质用的是 Hom(V,W ) 和 V ∗ ⊗W 的同构关系).

在定理5的注中, 我们论证了, 若 L 为半单李代数, 则对 L 的任何一个忠实表示 ϕ : L →
gl(V ) (忠实表示即 ϕ 是 1-1 的), 双线性型 β(x, y) = Tr(ϕ(x)ϕ(y)) 非退化. 现在就假设 L 为半

单, β 是这样的一个对应忠实表示 ϕ的非退化双线性型. 取 L的一组基 (x1, ..., xn),则存在唯一
的一组 L 的基 (y1, ..., yn), 满足 β(xi, yj) = δij . 现定义 cϕ(β) :=

∑
i ϕ(xi)ϕ(yi) ∈ EndV (注意

这里的映射乘法为复合, 加法为继承向量空间 V 中的加法, 也即分别是 V 的同态环 EndV 中
的运算),有时也简称 cϕ = cϕ(β) ⊂ End,称为 ϕ 的 Casimir 元素. 其有如下性质: (a) cϕ(β)为
V 的与所有 ϕ(L) 中的元素交换的 V 的同态, 即 ∀x ∈ L, [ϕ(x), cϕ(β)] = 0; (b) Tr cϕ = dimL;
(c)当 ϕ不可约时, 由 Schur引理, cϕ 为 V 上的标量同态, 标量的值为 dimL/dimV , 从而也可
见 ϕ 不依赖于 L 的基 (x1, x2, ..., xn) 的选取. 为证 (a): [ϕ(x), cϕ(β)] = [ϕ(x),

∑
i ϕ(xi)ϕ(yi)] =∑

i ϕ(xi)[ϕ(x), ϕ(yi)]+[ϕ(x), ϕ(xi)]ϕ(yi) =
∑

i ϕ(xi)ϕ([xyi])+ϕ([xxi])ϕ(yi). 注意由于 β([xxi], yj) =

β(−[xix], yj) = −β(xi, [xyj ]) (其中用到李代数的反交换律及 β 的结合律), 则若定义展开式
[xxi] =

∑
k aikxk, [xyj ] =

∑
i bjkyk, 带入上式, 则得 aij = −bji, 从而 ϕ([xxi]) =

∑
k aikϕ(xk),

ϕ([xyi]) = −
∑

k akiϕ(yk),带入第一式得 [ϕ(x), cϕ(β)] =
∑

i

∑
k−akiϕ(xi)ϕ(yk)+aikϕ(xk)ϕ(yi) =

0, (a) 得证; 为证 (b), 注意到加 Tr 之后恰为双线性型 β 的定义: Tr cϕ =
∑

i Trϕ(xi)ϕ(yi) =∑
i β(xi, yi) = dimL, 得证; 为证 (c), 只需运用 Schur 引理, 且注意 Tr 1V = dimV , 即证. 我

们强调, 当 ϕ 不可约时 cϕ 才为 V 上的标量同态, 且该标量的值与 V 中基的选取无关.

定理 7. L 为半单李代数. 则存在 L 的单理想 L1, ..., Lt(每个 Li 均为李代数), 使 L =

L1 ⊕ · · · ⊕ Lt. L 的任何一个单理想都与某个 Li 重合; 且 Li 的 Killing 型就是 κ 在 Li × Li

上的限制.

证明. 设 I 为 L 的一个理想, 则 I⊥ = {x ∈ L|κ(x, y) = 0 ∀y ∈ I} 也为一个理想 (利用 κ 的

结合律: ∀x ∈ I⊥, y ∈ I, z ∈ L, κ([xz], y) = κ(x, [zy]) = 0 故 [xz] ∈ I⊥, 故 I⊥ 为 L 的一个理

想). 现在我们想利用 Cartan 判据 (Cartan 判据: L 为 gl(V ) 的子代数, V 有限维, Tr(xy) = 0

∀x ∈ [LL], y ∈ L, 则 L 可解) 的推论 (κ(x, y) = 0 ∀x ∈ [LL], y ∈ L 则 L 可解), 那么就要找到
L 的子代数 I ′ 使 κ(x, y) = 0 ∀x ∈ [I ′I ′], y ∈ I ′. 现在有只有 I⊥ 涉及到 κ(x, y) = 0 的这个概

念, 故寻求构造 I⊥ 的一个子集满足 Cartan 判据; 而 I⊥ 中, 令 κ(x, y) = 0 的 x 在 I⊥ 中, y
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在 I 中, 而我们希望的 x, y 是一个在 I ′ 中, 一个在 [I ′I ′] 中. 现在假设 I ′ ⊂ I, 那么我们首先
考察 I ′ := I ∩ I⊥ 是否符合 Cartan 判据的条件: 首先由于 I, I⊥ 都为 L 的理想, 则 [IL] ⊂ I

及 [I⊥L] ⊂ I⊥, 从而不难看出 [I ′I ′] ⊂ I ′ 故 I ′ 确为子 (李) 代数; 且对任何 x, y, z ∈ I ′, 有
κ([xy], z) = 0, 故 I ′ 满足 Cartan 判据的条件, 从而推出 I ′ 可解, 但 L 半单, 故只能 I ′ = 0. 从
而由 dim I + dim I⊥ = dimL(线性代数中的结论, 由 I⊥ 的定义得到), 必有 L = I ⊕ I⊥.

下对 dimL 作归纳来得到单理想的直和分解. 若 L 不含有非零真理想, 则 L 本身为单的,
得证; 否则令 L1 为一个极小非零理想 (即它不再含非零真理想; 这时为证 L1 为单的, 只需再
证 [L1L1] 6= 0), 则由上一段, L = L1 ⊕ L⊥

1 . 特别地, 任何 L1 的理想也是 L 的理想 (由直和保
证), 从而 L1 的极大可解理想也必为 L 的一个可解理想, 但 L 为半单故没有非零可解理想, 故
L1 也是半单的, 从而 [L1L1] 6= 0 (否则 L1 为阿贝尔的, 而阿贝尔是可解的, 故推出 L1 自身可

解, 与 L1 半单矛盾), 从而 L1 为单的 (推知 [L1L1] = L1). 同理可知 L⊥
1 半单. 再由归纳假设

知 L⊥
1 可分解为若干个 L⊥

1 的单理想的直和, 且这些 L⊥
1 的理想也为 L 的理想 (由直和保证).

从而 L 的单理想直和分解得证.
最后再证这些单理想是唯一的. 若 I 是 L的任何单理想,则 [IL]也为 I 的理想,且 [IL]非

零 (否则存在 x ∈ I 使 [xL] = 0 则 x ∈ Z(L), 但 L 为半单故不含可解理想; 特别地 Z(L) 为阿

贝尔理想故可解,从而 Z(L) = 0,矛盾),从而必有 [IL] = I. 另一方面, [IL] = [IL1]⊕...⊕[ILt],
故只能有一个非零的直和空间, 例如 [ILi] = I, 从而 I ⊂ Li, 推出 I = Li(因 Li 为单).

Killing 型的论断由引理5即证.

注 7. 这个定理刻画了半单李代数的结构: 半单李代数是若干个单李代数的直和.

推论 5. 若 L 为半单李代数, 则 L = [LL], 且 L 的所有理想及所有同态像均为半单的; L 的每
个理想都是 L 的某些单理想之和.

证明. 由定理7可直接推出: L = [LL] 源于 L 的直和性及单代数的性质; 同态保直和; I 为 L 的

一个理想, 则其每个元素必在某个单理想 Li 中; 再用直和即证.

引理 8. (Schur) 设 ϕ : L → gl(V ) 不可约. 则 V 的唯一与所有 ϕ(x) (∀x ∈ L) 都交换的自同
态为标量同态.

gl(V ): 线性代数; sl(V ): 特殊线性代数. sl(V ) 是 gl(V ) 的导出李代数, 即有 sl(V ) =

[gl(V ), gl(V )] (见 Humphreys 第 I 章习题 7).

引理 9. 设 ϕ : L → gl(V ) 为半单李代数 L 的表示, 则 ϕ(L) ⊂ sl(V ). 特别地, L 在任何 1 维
L-模上的作用都是平凡的.

证明. L 为半单李代数故 L = [LL], 从而 L 在 V 上的作用必为平凡的. 注意 [LL] 为 L 的导

出李代数而 sl(V ) 也为 gl(V ) 的导出李代数, 故 ϕ(L) ⊂ sl(V ).
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定理 8. (Weyl) 设 ϕ : L→ gl(V ) 为半单李代数 L 的有限维表示, 则 ϕ 完全可约.

证明. 先看如下特殊情形: 若 V 有一个 L-子模W , W 比 V 仅少 1维. 由引理9, L在 V /W ∼= F
上的作用是平凡的. 可用短整合序列描述 V,W,F 的关系: 0 → W → V → F → 0. 对 dimW

归纳地证明 V 存在一维子模且与 W 互补从而可以归结于 W 为不可约 L-模的情形. 归纳如
下: 取 W ′ 为 W 的真子模, 从而产生短正合序列 0 → W/W ′ → V /W ′ → F → 0. 由归纳
假设, 存在 L-子模 V /W ′, 不妨称为 W̃/W ′, 其与 W/W ′ 互补, 故我们得到另一个正合序列
0 → W ′ → W̃ → F → 0. 这就回到了原先的情形, 且 dimW ′ < dimW , 故由归纳假设, 在
W̃ 中存在 1 维子模 X, 其与 W ′ 互补: W̃ = W ′ ⊕ X. 但 V /W ′ = W/W ′ ⊕ W̃/W ′, 从而
V = W ⊕X(因 W 和 X 的维数加起来为 V 的维数, 且 W ∩X = 0), 即 V 也存在 1 维子模
X 与 W 互补, 归纳得证. 现可以设 W 为不可约; 且可不失一般性假设 L 在 V 上的作用是忠

实的. 设 c = cϕ 为 ϕ 的 Casimir 同态, 由于 c 与 ϕ(L) 交换, 故 c 为 V 上的一个 L-模自同态,
特别地, c(W ) ⊂ W , 且 Ker c 为 V 的一个 L-子模. 由于 L 在 V /W 上作用是平凡的, 故 c 在

V /W 上作用也是平凡的, 故 c 在 V /W 上的迹为零; 另一方面, 由 Schur 引理, c 在 L 的不可

约子模 W 上为标量同态, 此标量不能为零, 否则 TrV (c) = dimL/dimV = 0 矛盾. 从而 Ker c
为 V 的一个 1 维 L 子模, 且与 W 的交只有零元. Ker c 即为 W 在 V 中的补.

下面可以证明一般情形. 设 W 为 V 的一个非零子模: 0 → W → V → V /W → 0. 令
Hom(V,W ) 为 V 到 W 的线性映射的空间, 并将其看作 L-模 (Hom(V,W ) 可看作 L-模, 原因
见前). 令 V 为 Hom(V,W ) 的子空间, 其含有所有在 W 上的限制为标量的映射, V 实为一个

L-模: 设 f ∈ V 满足 f |W = a · 1|W , a ∈ F, 则对 x ∈ L, w ∈W , (x.f)(w) = x.f(w)− f(x.w) =
a(x.w) − a(x.w) = 0 (注: 为何 L 在 Hom(V,W ) 上的作用形如 (x.f)(w) = x.f(w) − f(x.w),
见(2)式), 故 x.f |W = 0, 故 V 为 L-模. 令 W 为 V 的子空间, 其元素在在 W 上的限制为

零映射, 则由刚证得的结论 x.f |W = 0 知 W 也为 L-模, 且 L 将 V 映到 W . 并且 V /W 维

数为 1, 因任何 f ∈ V 都由标量 f |W 决定. 从而有 0 → W → V → F → 0. 根据之前所证,
V 有一个 1 维 L-子模, 其为 W 的补. 令 f : V → W 张成这个 1 维子空间, 故可选 f 满足

f |W = 1W . 由引理9, L 在此 1 维子模上的作用是平凡的, 即 (x.f)(v) = 0 ∀v ∈ V , 由定义, 也
即由 x.f(v)−f(x.v) = 0. 现选定 v ∈ Ker f , 则由 f(x.v) = 0,即 f(x.v) = 0, 从而 x.v ∈ Ker f ,
也即 Ker f 为 V 的 L-子模. 这样, 我们有 V = W ⊕ Ker f , W 和 Ker f 均为 L-子模, 且两者
的交只有 0(因为 f 在 W 上是 1W , 故交只能是 0). 得证.

注 8. Weyl 定理指出的是表示空间 V (作为 L-模) 当 L 为半单时存在直和分解 (即完全可约);
而定理7指出了半单李代数 L(作为半单代数) 本身的直和分解 (即完全可约). 两者都可以并入
模理论的框架中.

定理 9. 设 L ⊂ gl(V ) 为一个半单线性李代数 (V 有限维). 则 L 中的任意元素在 g(V ) 中可

分解为半单和幂零的部分, 事实上这两部分都在 L 中. 特别地, 抽象 Jordan 分解和一般意义
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下的 (即线性映射的) Jordan 分解在 L 中是重合的.

证明. 回忆: 一般意义下的 Jordan 分解是 L 中元素作为 V 上自同态的 Jordan 分解, 见定
理3; 而抽象 Jordan 分解是考察 L 上的伴随表示的像 adx 作为 L 上自同态的 Jordan 分解
adx = ad s+ adn, 且根据定理6可证 x = s+ n 且 s, n ∈ L, 从而把 s 和 n 也叫做半单和幂零

部分. 我们已经提出了疑问, 对线性李代数的子李代数, 这两个概念都存在, 不应当混淆. 而这
里要证的就是它们是一样的.
设 x ∈ L 为任意元, 其有 gl(V ) 中的 Jordan 分解 x = xs + xn. 现要证 xs, xn ∈ L. 由

于 adx(L) = [x, L] ⊂ L, 故由命题3(c), adxs(L) ⊂ L, 且 adxn(L) ⊂ L, 其中 ad = adgl(V ),
换言之, xs, xn 为 L 在 gl(V ) 中的正规化子, 或记为 xs, xn ∈ Ngl(V )(L) := N . N 是具

有理想 L 的 gl(V ) 的最大子代数 (见正规化子的定义). 如果能证 L = N 则最好, 然而
有反例说明 L 6= N : 由于 L ⊂ sl(V ), 标量映射在 N 中但不在 L 中. 从而, 我们希望定
义一个包含 xs, xn 的比 N 小的子代数并证其等于 L. 设 W 是 V 的任何 L-子模, 定义
LW = {y ∈ gl(V )|y(W ) ⊂ W 且 Tr(y|W ) = 0}, 例如我们有 LV = sl(V ). 由于 L 半单, 故
L = [L,L], 从而 L 是每个这样的 LW 的子集 (W 为 L-子模故 L(W ) ⊂W ; 且由 L = [L,L] 知

迹为零). 故定义 L′ 为 N 与所有 LW 的交. 显然 L′ 为 N 的一个子代数 (只需证若 x, y ∈ N

且在所有 LW 中, 则 [x, y] 也在所有的 LW 中, 这是显然的), 且 L 为其一个理想 (因 L 在所有

的 LW 中且 L 为 L 的正规化子故 L ⊂ N). 且由于 x ∈ L, 故 xs, xn ∈ LW , 从而 xs, xn ∈ L′.
只需再证 L = L′. 由于 L′ 为一个有限维的 L-模, 故由 Weyl 定理知, 可以存在 L-子模 M

使 L′ = L+M , 且此加号为直和. 但由于 [L,L′] ⊂ L(因 L′ ⊂ N), 故 L 在 M 上的作用是平凡

的. 令 W 为 V 的任意不可约 L-子模, 若 y ∈ M , 则 adL(y) = [L, y] = 0, 故 Schur 引理表明
y 在 W 上的作用为标量. 另一方面因为 y ∈ LW , 故 Tr(y|W ) = 0, 从而 y 在 W 上为零同态.
由 Weyl 定理 V 可以写为若干不可约 L-子模的直和, 从而 y 在 V 上为零同态, 从而 M = 0,
即 L = L′.

推论 6. L 为一个半单李代数, ϕ : L → gl(V ) 为 L 的一个有限维表示. 若 x = s + n 为 x 在

L 中的抽象 Jordan 分解, 则 ϕ(x) = ϕ(s) + ϕ(n) 为 ϕ(x) 在 gl(V ) 中的通常意义下的 Jordan
分解.

证明. 李代数 ϕ(L) 由 adϕ(L) ϕ(s) 的特征向量张成 (因 L 由 ad s 张成), 故 adϕ(L) ϕ(s) 为半单.
类似地, adϕ(L) ϕ(n) 为幂零, 且与 adϕ(L) ϕ(s) 交换. 从而 ϕ(x) = ϕ(s) + ϕ(n) 为 ϕ(x) 在半单李

代数 ϕ(L)(作为线性李代数 gl(V ) 的子代数) 中的抽象 Jordan 分解. 再由定理9, 即得证.

注 9. 我们通过一番努力证明了不同意义下的 Jordan 分解是重合的: 对于李代数 L 的一个有

限维表示 ϕ : L→ gl(V ),可以在 L和 ϕ(L)定义两个抽象意义下的 Jordan分解,它们分别是通
过各自的伴随表示定义的, 即通过线性李代数 adL L 和 adϕ(L) ϕ(L) 的通常意义下的 Jordan 分
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解来定义的. 其次, ϕ(L) 作为线性李代数 gl(V ) 的子代数可以定义通常意义下的 Jordan 分解.
ϕ(L) 的抽象和通常意义的 Jordan 分解的一致性由定理9保证, 而 L 与 ϕ(L) 的抽象 Jordan 分
解的一致性由映射 ϕ 来保证. 注意, 前一个一致性的保证, 即定理9, 要用到 Weyl 定理.

第七节 sl(2,F) 的表示
记 L := sl(2,F), 所有的 L-模都为 F 上的有限维向量空间. 并记 L 的标准基为

x =

(
0 1

0 0

)
, y =

(
0 0

1 0

)
, h =

(
1 0

0 −1

)
.

有 [hx] = 2x, [hy] = −2y, [xy] = h (对线性李代数交换子 [xy]的定义就是 [x, y] = xy−yx). 可
见 adh(x) = 2x, adh(y) = −2y, adh(h) = 0,故 adh作为 adL的元素有特征值 2, −2和 0,由
于 char F 6= 2, 故这些特征值都为不同的, 则其在 adL 的一般 Jordan 分解意义下为半单的 (注
意, 现在我们还没有定义 L上的抽象 Jordan分解: 根据注6, 需先证 L为半单后才能引入 L上

的抽象 Jordan分解). 取 L的一个非零理想 I 6= 0,由理想定义 [LI] ⊂ I,则令 z = ax+by+ch

为 I 中任何非零元,有 adx(z) = [xz] ∈ I,即 −2bx ∈ I,类似由 ad y(z) = [yz] ∈ I 得 −2ay ∈ I,
故从而若 a 或 b 非零, 则 I 含 y 或 x (char F 6= 2), 从而 I = L; 若 a = b = 0, 则 c 6= 0, 则
0 6= ch ∈ I, 即 h ∈ I, 从而 adx(h) = [xh] = −2x ∈ I 且 ad y(h) = [yh] = 2y ∈ I, 从而 I = L.
从而 L 为单的. 从而 L 也为半单的. 设 V 为任意 L-模. 这样, 根据推论6, 元素 h 作为抽象

Jordan 分解意义下的半单性保证了其作为 V 的线性自同态的半单性 (F 为代数闭的保证了所
有用到的特征值都在 F 中), 用线性代数的话来说, h 可对角化, 也就是存在一组 V 的基, 在这
组基下 h 是对角的, 即存在 V 的直和分解 Vλ = {v ∈ V |h.v = λv}, λ ∈ F. 对不是 h 特征值的

那些 λ ∈ F, 我们再定义记号 Vλ = 0, 这样 Vλ 对任何 λ ∈ F 都有了意义. 当 Vλ 6= 0, 我们称 λ

为 h 在 V 中的一个权, Vλ 为其对应的权空间.

引理 10. 若 v ∈ Vλ, 则 x.v ∈ Vλ+2, y.v ∈ Vλ−2.

证明. h.(x.v) = [h, x].v + x.h.v = 2x.v + λx.v = (λ+ 2)x.v, 对 y 类似.

注 10. 该引理表明 x, y 在 V 上的表示元为 V 的幂零自同态 (因 V 有限维, 故取任意权 λ, 对
v ∈ Vλ 有 xn.v ∈ Vλ+2n = 0, 当 n 足够大时; 从而存在 N 使 xN .V = 0; 对 y 类似). 当然, 这也
可以从 x, y 为抽象 Jordan分解中的幂零元看出: 显然 adx2(h) = adx([xh]) = adx(−2x) = 0,
及 (adx)3(y) = (adx)2([xy]) = (adx)2(h) = 0, 类似得 y 为幂零元, 从而再由定理9知 x, y 在
V 上的表示元为 V 的幂零自同态.
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注意, 上方隐含了, 由于 dimV < ∞, 且 V =
∐
λ∈F Vλ 为直和, 故必存在 Vλ 6= 0, 使

Vλ+2 = 0, 从而对这个 Vλ 中的任意向量 v, 有 x.v = 0. 一般地, 任何 Vλ 中的被 x“湮灭” 的非
零向称为具有权 λ 的最大向量.

引理 11. 设 V 为不可约 L-模. 选取一个极大向量, 如 v0 ∈ Vλ, 定义 v−1 = 0, vi = (1/i!)yi.v0

(i ≥ 0). 则有: (a) h.vi = (λ− 2i)vi, (b) y.vi = (i+ 1)vi+1, (c) x.vi = (λ− i+ 1)vi−1.

证明. (a) 易证; (b) 是定义. 只证 (c), 用归纳法: i = 0 显然成立 (利用定义 v−1 = 0); 利用
ix.vi = x.(ivi) = x.(y.vi−1) = [x, y].vi−1+y.x.vi−1 = h.vi−1+y.x.vi−1+(λ−2(i−1))vi−1+(λ−
i+2)y.vi−2 [第一项用到 (a),第二项用到归纳假设] = (λ−2i+2)vi−1+(i−1)(λ− i+2)vi−1 =

i(λ− i+ 1)vi−1, 得证.

注 11. 这个引理的具有很重要的意义: (a)说明了非零向量 vi 均线性独立; 但由于 dimV <∞,
故设 m 是使 vm 6= 0 且 vm+1 = 0 的最小整数, 则可推出 vm+i = 0 ∀i > 0. 再由 (a)-(c), 看到
V 的由 (v0, v1, ..., vm) 张成的子空间为一个非零的 L-子模. 由于 V 不可约, 故此 V 的非零子

空间必为其自身. 同时, x, y, 和 h 在 V 上的表示元在有序的一组基 (v0, v1, ..., vm) 下的矩阵

可以显写出来: 显然 h 的表示元在这组基下的矩阵是对角矩阵, 而 x 和 y 的表示元在这组基

下的矩阵分别为上三角和下三角幂零矩阵. 进一步地, 从 (c) 可以推出: 对 i = m+ 1, 由于 (c)
的等式左边为零, 而右边为 (λ −m)vm; 由于 vm 非零, 故只能 λ = m. 可见: 最大向量的权为
一个非负整数, 且在数值上比 dimV 少 1. 自此, 我们称 V 的极大向量的权为 V 的最高权. 此
外, 由 (a) 知, 任何权 µ 的重数都为 1(即 dimVµ = 1 若 Vµ 6= 0); 特别地, 由于 V 唯一地确定

最高权 λ(= dimV − 1), 故极大向量 v0 在 V 中也是唯一的 (在模掉数乘的意义下). 这样, 我
们证明了如下定理:

定理 10. 设 V 为 L = sl(2,F) 的不可约模.

• (a) 对于 h, V 为权空间 Vµ 的直和, 这里 µ = m,m− 2, ...,−(m− 2),−m 且有 m+ 1 =

dimV , dimVµ = 1 ∀µ;

• (b) V (在模掉数量乘法的意义下) 有唯一的极大向量, 其具有权 (称为 V 的最高权)m;
(c) 在 V 的基按上方 v0, v1, ..., vm 有序选出的情况下, L 在 V 上的作用由上方三式显写

出; 特别地, 在任意一个维度 m + 1 (m ≥ 0), 做多只有一个不可约 L-模 (在同态的意义
下).

注 12. 再做一点个人总结: 注意, 在李代数 sl(2,F) 的作用下, V 变成了一个分级 (Graded) 向
量空间, x 和 y 在不同级的子空间之间转换, 用量子力学的语言来讲, 可以将 x 称为降算符, y
称为升算符. m的最初定义是使 vm 6= 0但 vm+1 = 0的最小整数,进而推出了 vm+i = 0 ∀i > 0
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故 m + 1 为 V 的维度; 进一步由最大向量在降算符 x 的作用推出了最高权就为 m, 且由于权
按 2 的间隔升降, 故推出所有的权为 m,m− 2, ...,−(m− 2).

上述定理证明了在任何一个维度 dimV = m + 1 下最多只有一个不可约 L-模, 但没有指
出存在性. 在低维度, 这样的不可约 L-模可列举得到: 1维有平凡 L-模; 2维有线性李代数的自
然表示; 3 维则有李代数 sl(2,F) 的伴随表示. 对于高维的不可约子模, 事实上定理10恰恰给出
了这样的构造. 为了验证定理10给出的的确是一个 sl(2,F) 的 m + 1 维表示, 只需验证按上述
构造写出的对应于 x, y, h 的矩阵的确满足 sl(2,F) 的李代数交换子规律. 这只需验证即证, 过
程略.

推论 7. 设 V 为任何有限维 L-模, L = sl(2,F). 则 h 在 V 上的特征值均为整数, 且每个特征
值出现的次数与其相反数作为特征值出现的次数相同. 此外, 对 V 的任何直和分解, 所得到的
的不可约子模的数目恰为 dimV0 + dimV1.

证明. 若 V = 0, 结论成立. 否则, 利用 Weyl 定理8将 V 写为不可约子模的直和, 每一个不可
约子模可用定理10得到前半段的论断. 为证后半段论断, 只需注意到任何一个不可约子模必有
V0 和 V1 中的其一且不可能两者都有 (因 h 的特征值以 2 的间隔存在).

第八节

L 为一个 (非零) 半单李代数. 若 L 所有元素都为幂零元 (即 ad-幂零的), 则 L 为幂零的

(Engel 定理). 否则, 则存在 L 中的分解 x = xs + xn, x, xs, xn ∈ L (抽象 Jordan 分解), 其中
的半单部分 xs 非零, 从而 L 存在全部由半单元素构成的非零子代数. 这样的子代数称为环面
的 (Toral). 本节中所有的李代数 L 都假设为半单的.
在上一节中我们以 sl(2,F) 这个三维李代数为例, 研究了其表示, 在过程中引入了权, 权空

间, 最高权等概念. 理解透这个例子对下面学习半单李代数的分类有着重要的意义, 可以说后
面的好多思想都已蕴含于该例子中. 回顾总结如下: sl(2,F) 的生成元 h, x, y 中, h 为半单的
(即可对角化), x和 y 为幂零的 (注意由抽象 Jordan分解和一般 Jordan分解术语的一致性, 我
们无需再区分半单和幂零是对诱导表示还是线性表示而言). 则在使 h 为对角矩阵的基下, 向
量空间可以被分成子空间的直和; 半单元 h 就像 “掌柜的”, 其悉知并保管各个分级子空间的钥
匙 (即特征值), 而幂零元就像 “伙计”, 负责跑腿, 在不同分级空间中来回升降, 按掌柜的命令进
行操作. 这其中, 精要之处就在于向量空间从子空间的直和到分级子空间的直和的跨越: 将向
量空间写成子空间的直和, 有了半单元就可以做到; 但将这些子空间做成一个分级空间, 则要求
从操作上存在把一个分级空间映到另一个分级空间的映射 (即 “升降”), 这是有了幂零元后, 由
幂零元和半单元的李交换子保证的. 有了这个分级结构, 李代数表示的结构也就清晰多了.
现在我们要用这个思想来研究半单李代数自身. 那么很自然地, 线性李代数的表示应由李
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代数在其自身上的诱导表示替代; 表示空间的分级则应该由李代数本身 (作为向量空间) 的分
级替代. 在 sl(2,F) 的例子中, 半单元只有 h 一个, 而单一半单元 h 可以轻易对角化, 通过对角
化也就找到了分级子空间; 而在一个一般的 (半单) 李代数中, 半单元有若干个 (它们的集合也
就是我们刚刚定义了的环面子代数), 类比可知, 我们现在希望找到李代数的一组基, 使得所有
半单元的诱导表示在这组基下的矩阵都是对角化的 (即可同时对角化); 而所有半单元的诱导表
示可同时对角化当且仅当所有半单元的诱导表示都交换, 即若 x, y 为 L 中的半单元, 则需证
[adx, ad y] = 0; 再注意到我们有(1)式, 即 [adx, ad y](z) = ad[xy](z) 对任意 x, y ∈ H 和任意

z ∈ L 成立, 故只需证 [xy] = 0 对任意 L 中的半单元 x 和 y 成立. 经过这一系列的转换, 我们
发现, 为证明所有半单元的诱导表示可同时对角化, 只需证半单元是交换的. 下面我们就证明
这一结论.

引理 12. L 为半单李代数, 则其环面子代数均为阿贝尔的.

证明. 选定 L的环面子代数 T ,只需证对任何 x ∈ T , adT x = 0. 由于 x为半单,即 adx为 L上

的半单自同态, 即 adx(作为 L 上的半单自同态) 可对角化 (这还要用到 F 为代数闭, 我们认为
总成立), 从而问题转化为证明 adT x 无非零特征值. 假设存在非零 y ∈ T , adx(y) = [xy] = ay,
其中 a 6= 0. 注意到 y ∈ T 也为半单, 故 adT y 的特征向量张成 T , 从而 x 可写为 adT y 的特
征向量的线性组合, 将此线性组合带入 [xy] = ay 替换掉 x, 发现等式左边得到的是 adT y 的对
应非零特征值的特征向量的线性组合, 而等式右边的 ay 是 adT y 的对应着特征值 0 的特征向
量, 故矛盾, 故只能 a = 0, 从而 T 为阿贝尔的.

注 13. 这个引理的证明不太直观, 但可见证明的关键就是 T 中任意元的诱导表示都是对角的

(根据 T 的定义), 从而其特征向量张成 T 本身. 从这个引理看出, L 的非零环面子代数不可能
为 L 的理想 (否则由 L 半单推出其不含非零可解理想, 但环面子代数为阿贝尔的, 故可解, 故
若为理想只能为平凡).

选定一个极大环面子代数 H(即一个环面子代数, 其不真包含于任何一个环面子代数中),
H 为阿贝尔的 (引理12), 则 adLH 为 L 的一族两两交换的半单自同态 (用到(1)式), 故由线
性代数的标准结论, adLH 可同时对角化, 从而 L 可以写为子空间族 Lα = {x ∈ L| adh(x) =
[hx] = α(h)x, ∀h ∈ H} 的直和, 这里 α 是 H 到 F 的线性映射 (线性性源于李交换子的线性
性), 故属于 H 的对偶空间 H∗ = {α|α : H → F}. 这里的 Lα 直接类比于上一节的权空间 Vλ;
那里的下标 λ 是 h 的特征值 (h 为单一半单元), 而这里的 α 是一系列 h 的特征值的集合, 因
为 H 中可以有若干半单元. 若 H 中元素的诱导表示下的特征值没有重根, 则所有的 Lα 就都

是一维子空间. 虽然 α ∈ H∗ 是 H 到 F 的函数, 但仍不妨类比 Vλ, 将 α 等同于 F 中的特征值.
对于零映射 α = 0, 即 α(h) = 0 ∀h ∈ H, 对应的 L0 恰为 H 在 L 中的中心化子 CL(H)(据中
心化子定义), 且由于 H 为阿贝尔的, H ⊂ CL(H). 再定义由所有使得 Lα 非平凡的非零映射
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所构成的集合 Φ = {α ∈ H∗|α 6= 0且Lα 6= 0}. Φ 的元素称为 L 相对于 H 的根. 注意, Φ 为
一个有限集 (其中元素只有有限多个); 且对 Φ 中的任意映射 α, α 在 H 下的像给出了一组 H

的本征值, Lα 则是这组本征值对应的 L 中的本征向量的集合. 注意, 根的概念与权的概念密切
相关: 权是研究李代数表示引入的概念, 而根是利用李代数的诱导表示来分类李代数时引入的
概念; 由于 H 有多个元素, 故根是一个映射 α : H → F, 而权是一个数 λ. 两者的密切关系将在
后面研究 sl(2,F) 的嵌入时体现出来. 这样, 我们利用极大环面子代数 H 给 L 引入了根空间分

解, 或称作 Cartan 分解
L = CL(H)⊕

∐
α∈Φ

Lα.

为了赋予右边的直和以分级的意义, 需要引入 L 上的诱导变换, 其可以在不同 Lα 间转换. 根
据我们从上一节 sl(2,F) 得到的经验, 我们不难推测, 这样的诱导变换 adx 是由 L 的幂零元 x

诱导出的; x 是幂零而非半单, 故 x 只能存在于
∐
α∈Φ Lα, 换句话说, 所有 Lα (α 6= 0) 应该都

是由幂零元构成的; adx 应该可以将 Lα 升 (或降) 到另某一个 Lβ, 从而赋予 L 分级的意义.
下面的几个定理则是对这种猜测的印证和严格化.

命题 5. 对所有 α, β ∈ H∗, [LαLβ] ⊂ Lα+β. 若 x ∈ Lα, α 6= 0, 则 adx为幂零的. 若 α, β ∈ H∗

且 α+ β 6= 0, 则 Lα 与 Lβ 正交 (在 L 的 Killing 型 κ 的意义下).

证明. 对 x ∈ Lα, y ∈ Ly, 现要证 [xy] ∈ Lα+β, 即证 ∀h ∈ H, adh([xy]) = [h[xy]] = (α +

β)(h)[xy]. 由 Jacobi 恒等式有 [h[xy]] = −[y[hx]]− [x[yh]] = −[y α(h)x] + [xβ(h)y] = (α(h) +

β(h))[xy], 故 [LαLβ] ⊂ Lα+β. 若 x ∈ Lα, α 6= 0, 则对任意 y ∈ Lβ, adx(y) ∈ [LαLβ] ⊂
Lα+β, 以此类推, 有 (adx)n(y) ∈ Lnα+β, 由于 H∗ 为有限集, 故存在正整数 nβ(依赖于 β)
使 (adx)n(y) ∈ Lnβα+β = 0, 从而 (adx)nβ |Lβ = 0, 取 {nβ} 中最大的那个记为 N , 则有
(adL x)N = 0, 即 x 为 ad-幂零的.
因 α + β 6= 0, 故存在 h ∈ H 使 (α + β)(h) 6= 0, 从而对 x ∈ Lα, y ∈ Lβ, 由 κ([hx], y) =

−κ([xh], y) = −κ(x, [hy]), 或 α(h)κ(x, y) = −β(h)κ(x, y), 或 (α + β)(h)κ(x, y) = 0, 则
κ(x, y) = 0, 即 Lα 与 Lβ 正交.

推论 8. Killing 型在 L0 = CL(H) 上的限制非退化.

证明. 由定理5知, 由于 L 半单, 故 κ 在 L 上非退化. 另一方面, L0 与所有 Lα (α ∈ Φ) 都正交
(上方命题5保证), 故若 z ∈ L0 使 κ(z, L0) = 0, 则有 κ(z, L) = 0, 从而 z = 0.

引理 13. 若 x, y 为有限维向量空间的两个互相交换的自同态, 且 y 为幂零的, 则 xy 也是幂零

的, 且 Tr(xy) = 0.

证明. 因 y 幂零, 故存在正整数 n 使 yn = 0, 而 x 与 y 交换, 故 (xy)n = xnyn = 0. 幂零矩阵
的特征值全为零, 故也就有 Tr(xy) = 0.
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命题 6. H 为 L 的一个极大环面子代数. 则 H = CL(H).

证明. 记 C := CL(H). 按如下步骤证明: (1)C 中元素 Jordan 分解得到的半单部分和幂零部
分也都在 C 中. 按定义, x ∈ CL(H), 则 adH(x) = 0, 此也即 adx(H) = 0, 即 adx 将 H 映

到 0. 由命题3, (adx)s 和 (adx)n 也有同样的性质 (特别地, 他们也都在 C 中); 再由推论6, 有
(adx)s = adxs, (adx)n = adxn.

(2) 所有 C 的半单元素都在 H 中. 若 x ∈ C 为半单, 由定义 adH(x) = adx(H) = 0 即 x

使 H 中心化, 则显然 H + Fx 也是环面的: 因交换的半单元素的和也为半单的 (此源于线性代
数中的结论: 两个可对角化的线性映射若交换, 则它们可同时对角化, 从而其和, 差, 积都可对
角化. 注意, 半单也即可对角化. 这在回顾线性映射的半单定义时已提到过). 故再由 H 的极大

性, 必有 H + Fx = H, 故 x ∈ H.
(3)κ 在 H 上的限制非退化. 对 h ∈ H, 令 κ(h,H) = 0, 往证 h = 0. 若 x ∈ C 为幂

零的, 则 adx 为幂零的, 再由 [xH] = 0 (因 x ∈ CL(H)), 故 x 与 H 中任意元素交换, 从
而由引理13知 Tr(adx ad y) = 0 ∀y ∈ H, 即 κ(x,H) = 0, 从而 κ(x, h) = 0. 这样, 对任意
y ∈ C, 设 y = ys + yn 为半单-幂零分解, 则由 (1) 知 ys, yn 都在 C 中, 且由 (2) 知 ys 在 H

中, 从而 κ(h, y) = κ(h, ys + yn) = κ(h, ys) + κ(h, yn) = 0, 其中 κ(h, ys) = 0 是因为 ys ∈ H

而 κ(h,H) = 0; κ(h, yn) = 0 是因为我们刚刚用引理13证明了对任何 C 中的幂零元素 x 有

κ(h, x) = 0. 从而有 κ(h,C) = 0, 再由推论8 知 h = 0 (注意 h ∈ H ⊂ C).
(4)C 为幂零的. 若 x ∈ C 为半单的, 则根据 (2), 有 x ∈ H, 那么 adC x = 0 (因对任何

y ∈ C, adx(y) = [xy] = − ad y(x),但 x ∈ H, y ∈ C 是H 的中心化子,故 ad y(x) = adx(y) = 0

∀y ∈ C, 从而 adx = 0), 故 x 本身显然幂零. 现令 x ∈ C 为任意元, x = xs + xn, 由 (1) 知
xs, xn 都在 C 中, 故 adC x = adC xs + adC xn = 0 + adC xn, 显然为幂零的. 故由 Engel 定理
知 C 为幂零.

(5)H ∩ [CC] = 0. 这是因为 κ 的结合性及 [HC] = 0 ([HC] = 0 是因 C 为 H 的中心化子

故 [HC] = adC(H) = 0), 故 κ(H, [CC]) = κ([HC], C) = κ(0, C) = 0, 而根据 (3), κ 在 H 上

非退化, 则必有 [CC] ∩H = 0.
(6)C 为阿贝尔的. 否则, [CC] 6= 0, 又由于 C 为幂零的 (见 (4)), 从而由引理2, Z(C) ∩

[CC] 6= 0. 取 z ∈ Z(C)∩ [CC], 由 (5) 及 (2), 知 z 不可能为半单, 故 z 的幂零部分 n 非零且在

C 中 (由 (1) 得), 且由于 z ∈ Z(C), n ∈ Z(C)(由命题3可知), 从而 κ(n,C) = Tr(adn adC) =
0(根据引理 8.2l), 但这又与 κ 在 C 上的限制非退化 (即推论8) 矛盾, 从而必有 [CC] = 0, 即 C

为阿贝尔的.
(7) C = H. 否则, 由 (1), (2), C 含有非零幂零元 x. 由引理13及 (6), 由 κ(x, y) =

Tr(adx ad y) = 0 ∀y ∈ C, 与推论8矛盾. 从而 H = C.

注 14. 该定理的证明用到很多以前的结论, 是很好的回顾之处.
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推论 9. κ 在 H 上的限制是非退化的.

证明. 证明见定理6(3).

注 15. 由于 κ 在 H 上的限制非退化, 故我们可以将 H 与 H∗ 等同起来: 对 ϕ ∈ H∗ (其为
H 上的线性映射), 存在唯一的 tϕ ∈ H, 满足 ϕ(h) = κ(tϕ, h) ∀h ∈ H. 这就是线性代数中学
过的向量空间 H 与其对偶空间 H∗(在有限维时) 的等同, 前提是向量空间上有一个非退化的
二次型: 只需选取 H 的一组正交归一基 ei(在二次型 κ 的意义下), 记 ϕ(ei) = ai, 则只需定
义 tϕ =

∑
i aiei. 物理上这些结论是用指标升降的语言来描述的: 向量空间上若定义有二次型

gµν(物理上叫度轨), 则 H 中的向量 h 可由指标升降 h̃µ = gµνhν 得到一个对偶空间的向量

h̃ ∈ H∗ (物理上省略 “˜” 的记号, 而用分量 hµ, hµ 区分对偶空间和空间). 特别地, Φ 对应于
H 的子集 {tα;α ∈ Φ}.

命题 7. (a) Φ 张成 H∗;
(b) 若 α ∈ Φ, 则 −α ∈ Φ;
(c) 令 α ∈ Φ, x ∈ Lα, y ∈ L−α. 则 [xy] = κ(x, y)tα;
(d) 若 α ∈ Φ, 则 [LαL−α] 维数为 1, 以 tα 为基;
(e) 对 α ∈ Φ, α(tα) = κ(tα, tα) 6= 0;
(f) 若 α ∈ Φ, xα 是 Lα 的任意非零元, 则存在 yα ∈ L−α, 使得 xα, yα, hα = [xαyα] 张成

一个 L 的 3 维单子代数, 其与 sl(2,F) 同构:

xα 7→

(
0 1

0 0

)
, yα 7→

(
0 0

1 0

)
, hα 7→

(
1 0

0 −1

)
.

(g) hα = 2tα
κ(tα,tα)

; α(hα) = 2; hα = −h−α.

证明. (a) 若 Φ 未张成 H∗, 则由对偶性, 存在非零 h ∈ H, 使 α(h) = 0 ∀α ∈ Φ (设 ei ∈ Φ 为

Φ 的一组基, 在二次型下对应 ei ∈ H, 且有 ei(ej) = δij . 因 Φ 未张成 H∗, 故由对偶性, {ei} 未
张成 H, 故可将 {ei} 扩充成 H 的一组基, 设 eℓ 为扩充元之一, 则由 ei(eℓ) = 0 ∀i), 但这表明
存在 h ∈ H 使 [h,Lα] = 0 对所有 α ∈ Φ 成立, 再由 [hH] = 0 (由引理12知 H 为阿贝尔), 故
推出 [hL] = 0, 从而 h ∈ Z(L). 但 L 为半单故 Z(L) = 0, 从而 h = 0, 矛盾. 故 Φ 张成 H∗.

(b) 取 α ∈ Φ, 若 −α /∈ Φ (即 L−α = 0), 则由命题5, κ(Lα, Lβ) = 0 ∀β ∈ H∗, 从而
κ(Lα, L) = 0, 与 κ 非退化矛盾. 故 α ∈ Φ ⇒ −α ∈ Φ.

(c) 取 α ∈ Φ, x ∈ Lα, y ∈ L−α, 令 h ∈ H 为任意元. 由 κ 的结合性有 κ(h, [xy]) =

κ([hx], y) = α(h)κ(x, y) = κ(tα, h)κ(x, y) = κ(κ(x, y)tα, h) = κ(h, κ(x, y)tα), 从而看出 h 与

[xy] − κ(x, y)tα 正交. 注意 [xy] ∈ H(命题5) 且 tα ∈ H(tα 定义), 故 [xy] − κ(x, y)tα ∈ H, 故
由推论9有 [xy] = κ(x, y)tα.
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(d)�[LαL−α] 6= 0 时, 上方 (c) 意味着 tα 张成 [LαL−α]. 故下面就是要证明 [LαL−α] 6= 0.
令 0 6= x ∈ Lα, 若 κ(x, L−α) = 0, 则由正交性知 κ(x, L) = 0, 与 κ 在 L 上非退化矛盾. 故存在
0 6= y ∈ L−α 使 κ(x, y) 6= 0, 由 (c) 知 [xy] 6= 0. 故 (d) 得证.

(e) 按 tα 定义, 有 α(tα) = κ(tα, tα). 现设 α(tα) = 0, 则 [tαx] = α(tα)x = 0 = [tαy] =

α(tα)y (此为 Lα 的定义) ∀x ∈ Lα, y ∈ L−α. 仿 (d), 可找到 x, y 使 κ(x, y) 6= 0, 且不妨
设 κ(x, y) = 1. 从而 [xy] = κ(x, y)tα = tα (由 (c) 得). 这样, 由 x, y, tα 张成的 L 的子空

间 S 为一个 3 维可解子代数 (可解是因为由 [tαx] = 0 = [tαy] = 0 及 [xy] = tα 不难验证

L(2) = 0), S ∼= adL S ⊂ gl(L). 特别地, adL s 为幂零 ∀s ∈ [SS] (推论3可证), 从而 adL tα
既半单 (因 tα ∈ H) 且幂零, 从而 adL tα = 0. 从而 tα ∈ Z(L) = 0, 与 tα 的选取矛盾. 故
α(tα) = κ(tα, tα) 6= 0.

(f) 给定 0 6= xα ∈ Lα, 找到 yα ∈ L−α 使 κ(xα, yα) = 2
κ(tα,tα)

; yα 的存在性由 (e) 及
κ(xα, L−α) 6= 0 (因为 κ(x, y)tα = [xy] 生成 [LαL−α]). 从而定义 hα = 2tα/κ(tα, tα), 则由
(c), [xαyα] = hα, 并且由 Lα 的定义, [hαxα] = 2

κ(tα,tα)
[tαxα] =

2
α(tα)

α(tα)xα = 2xα, 类似可得
[hαyα] = −2yα, 故 xa, ya, ha 张成 L 的 3 维子代数, 其乘法表和 sl(2,F) 相同.

(g)tα 由 α(h) = κ(tα, h) ∀h ∈ H 定义, 从而 −α(h) = κ(t−α, h), 从而 tα = −t−α, 从而
hα = −h−α, 以及由 (e), α(hα) = 2

κ(tα,tα)
α(tα) = 2.

注 16. 在 (a) 的证明中用到了若 Φ 未张成 H∗, 则存在非零 h ∈ H 使 Φ(h) = 0, 以及半单李代
数的中心为零的条件. 注意, Φ(h) = 0 等价于 [h

∐
α∈Φ Lα] = 0, 从而只需再用到两点: 一是半

单李代数则 [hH] = 0, 从而推出 [hL] = 0 即 h ∈ Z(L), 二是 L 的中心是平凡的 (这由 L 半单

可推出). 因为这里两次用到半单李代数的条件, 故如何将该结论 Φ 张成 H∗ 非半单李代数并

不显然.

对任何一对根 α, −α(由命题7(b) 它们总正负成对出现), 定义 Sα ∼= sl(2,F) 为由命题7(f)
构造得到的一个 L 的子代数. 则 Weyl 定理8和定理10联合保证了我们对 Sα 的所有 (有限维)
模有完整描述; 特别地, 我们可以考察 adL Sα.
选定 α ∈ Φ. 考察 L 的这样的一个子空间 Mα, 简记为 M : 它由 H 和所有形如 Lcα 的子

空间张成, 这里 c ∈ F ∗ 为 F 的任意非零元. 根据命题5, M 为一个 L 的 Sα-子模; hα 在 M 上

的权只可能取 0(因 H ⊂ M) 或 cα(hα) = 2c (注意到由命题7(f) 有 α(hα) = 2), 这里 c 是使

Lcα 6= 0 的任何 F中的数. 再由 sl(2,F)的不可约模的完全分解定理10, 所有这里出现的 c都必

须是 1/2的整数倍. 现注意到 α是 H 到 F的映射, dim Kerα = dimH−dim F = dimH−1, α
在 Kerα 上的作用是平凡的 (从而 Kerα 可分解为 M 上 dimH − 1 个 1 维平凡 Sα0 模); 而只
在 hαF ⊂ H 这一 1维子空间上的作用非平凡,而 hα ∈ Sα,且 Sα ⊂ H 自身也为一个M 的不可

约 Sα-子模 (具有权 0, ±2),从而M 上 hα 的权为 0的不可约表示空间全部在 Kerα(dimH−1

个一维平凡 Sα-模) 和 Sα 中. 这样, M 中的偶数权能且只能为 0 和 ±2. 这表明, 如果 α ∈ H∗
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为一个根, 则 2α 不可能为根 (因若 α 为根则存在 hα 使 α(hα) = 2, 但 2α(hα) = 4 不可能为权

因偶数权只可能为 0 和 ±2), 换言之, 两倍的根自身不可能为根. 进而, (1/2)α 不可能为根 (否
则 (1/2)α 及 α 都为根, 与两倍的根的自身不能为根矛盾), 从而 hα 在 M 中不可能含有权为 1
的不可约子表示空间. 这样, 推论7表明 M = H + Sα, 特别地, dimLα = 1(故当 α 取不同根时

可得出所有根空间 Lβ 都是 1 维的), 故 Sα 是由 Lα 和 L−α 唯一生成的 L 的子代数, 且若 α

为根, 则 α 的倍数 cα 中, 唯一可能出现的根只能是 ±α.
在上面我们展示了用 Sα = sl(2,F) 来研究 L 的方法: 命题7已证, 选定一个根 α ∈ Φ, 就可

从 L 的极大环面子代数 H 中选出 hα, 并将其扩充成一个嵌入 sl(2,F) 子代数. 我们进而考察
由所有形如 Lcα (c = 0 时就是 L0 = H) 张成的子空间 M , M 是一个 Sα-模. 下面的要点在于,
利用表示论可以完全确定 M 的不可约分解: 一方面我们有 sl(2,F) 的不可约分解定理10, 另一
方面可以完全确定 hα 在哪些子空间上的权为零: 只在 Kerα ⊂ H\〈hα〉 和 Sα ⊂ M(作为不可
约表示空间) 自身之上. 再稍加论证就可得出结论 M = H + Sα.

下面再看 Sα 如何作用于其它根空间 Lβ 这里 β 6= ±α. 定义 K =
∑

i∈Z Lβ+iα. 上面已论
证所有的根空间都为 1 维, 且 β + iα 6= 0 ∀i ∈ Z. 故 K 是 L 的一个 Sα-子模, 由 1 维权空间
张成, 且权 β(hα) + 2i 均不同 (i 使得 β + iα ∈ Φ). 显然, 权 0 和 1 不可能同时出现, 这些条
件及定理10表明 K 不可约; 其中的最高 (最低) 权记为 β(hα) + 2q(β(hα) − 2r), 其中 q(r) 为
使得 β + qα(β − rα) 为根的最大整数. 此外由定理10, K 的权构成差为 2 的等差数列, 称权
β + iα 构成经 β 处的 α-串, β − rα, ..., β, ..., β + qα. 且注意到 (β − rα)(hα) = −(β + qα)(hα),
即 β(hα) = r − q. 最后, 注意到若 α, β, α + β ∈ Φ, 则 adLα 将 Lβ 映到 Lα+β (引理11), 即
[LαLβ] = Lα+β. 总结这些, 得到如下命题:

命题 8. (a) α ∈ Φ 蕴含 dimLα = 1. 特别地, Sα = Lα + L−α +Hα (这里 Hα = [LαL−α]), 且
对给定的 xα ∈ Lα, 存在唯一的 yα ∈ L−α, 使得 [xαyα] = hα.

(b) 若 α ∈ Φ, 则唯一形如 cα (c ∈ F) 的根为 α 和 −α.
(c) 若 α, β ∈ Φ, 则 β(hα) ∈ Z, 且 β − β(hα)α ∈ Φ. (β(hα) ∈ F 称为 Cartan 整数.)
(d) 若 α, β, α+ β ∈ Φ, 则 [LαLβ] = Lα+β.
(e) 设 α, β ∈ Φ, β 6= ±α. 令 q, r 为最大的使得 β + qα, β − rα 为根的整数, 则所有

β + iα ∈ Φ (−r ≤ i ≤ q), 且 β(hα) = r − q.
(f) L(作为李代数) 由根空间 Lα 生成.

L为一个特征为 0的代数闭域 F上的半单李代数, H 为其的一个极大环面子代数, Φ ⊂ H∗

为 L(相对于 H 的) 根的集合, L = H +
∐
α∈Φ Lα 为一个根空间分解.

由于 Killing 型在 H 上的限制非退化, 故可将 Killing 型转移到 H∗. 对任意 γ, δ ∈ H∗, 定
义 g(γ, δ) ≡ κ(tγ , tδ). 由于已知 Φ 张成 H∗, 故可选 H∗ 中的根 α1, ..., αl 构成 H∗ 的一组基.
若 β ∈ Φ, 则 β 有唯一分解 β =

∑ℓ
i=1 ciαi, ci ∈ F. 有以下论断: (1) ci ∈ Q, (2)ci 被唯一确
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定, (3) 得到的二次型为 EQ 上的正定二次型. 我们来分别说明: 对每个 j = 1, ..., ℓ, (β, αj) =∑ℓ
i=1 ci(αi, αj), 故两边同乘以 2/(αj , αj), 有 2(β, αj)/(αj , αj) =

∑ℓ
i=1 2(αi, αj)/(αj , αj)ci. 可

将此看作关于 ci 的 ℓ 元一次线性方程组, 其系数都是整数 (注意我们之前已经论证: 对任
意 ϕ ∈ H∗, 由 H 和 H∗ 的对应关系, 存在唯一 tϕ ∈ H, 满足对任意 h ∈ H 有 ϕ(h) =

κ(tϕ, h). 从而对 β ∈ Φ ⊂ H∗, 存在 tβ ∈ H 使 (β, αj) = κ(tβ, tαj ) = β(tαj ), 从而由命题8(c),
2(β, αj)/(αj , αj) = 2β(tαj )/κ(tαj , tαj ) = β(hαj ) 为整数; 限制 β 为 αi 得到 2(αi, αj)/(αj , αj)

也为整数). 再由于 (α1, ..., αℓ) 为 H∗ 的一组基, 且二次型非退化, 从而矩阵 ((αi, αj))1≤i,j≤ℓ 非

奇异, 故上述线性方程组的系数矩阵也非奇异, 从而其在有理数域 Q 上有唯一解.
上一段说明了 H∗ 上的由所有根张成的 Q-子空间 EQ 具有 Q维度 ℓ = dimF H

∗. 进而,对
λ, µ ∈ H∗, 有 (λ, µ) = κ(tλ, tµ) =

∑
α∈Φ α(tλ)α(tµ) =

∑
α∈Φ(α, λ)(α, µ) (因为按 Killing 型的

定义, κ(tλ, tµ) = Tr(adL tλ adL tµ); 考察 adL tµ 在 L 上的作用: 我们已有了 L 的 Cartan 分解
L = H⊕

∐
α∈Φ Lα, Lα均为一维子空间,且知 adL tµ在H 上作用得零,在一维子空间 Lα上作用

都是对角的, 特征值为 α(tµ), 对 adL tλ 同理, 从而有 κ(tλ, tµ) =
∑

α∈Φ α(tλ)α(tν)), 特别地, 对
β ∈ Φ, 有 (β, β) =

∑
α∈Φ(α, β)

2, 从而由 2(α, β)/(β, β) ∈ Z(命题8(c)) 得到
∑

α∈Φ(α, β)
2 ∈ Q,

从而 1/(β, β) ∈ Q, 从而 (β, β) ∈ Q, 进而 (α, β) ∈ Q. 从而, 所有 EQ 中向量的内积都为

有理数, 从而我们证明了二次型为 EQ 上的非退化二次型. 从而 (λ, λ) =
∑

α∈Φ(α, λ)
2, 故对

λ ∈ EQ, (λ, λ) 为有理数平方之和, 从而为正 (除非 λ = 0). 可见 EQ 上的二次型为正定的.
现令 E 为一个实向量空间, 其由 EQ 通过扩张域 Q → R 得到, 即 E = R ⊗Q EQ. 这样二

次型 g 也正则地扩张到 E 上, 且也为正定的, 这表明 E 为一个欧式空间. Φ 含有 E 的一组基,
且 dimQ E = ℓ. 对 Φ, 我们有如下定理对其性质作总结:

定理 11. L, H, Φ, E 定义如上. 则:
(a) Φ 张成 E, 且 0 不含于 Φ 中.
(b) 若 α ∈ Φ, 则 −α ∈ Φ, 且任何其他 α 的数乘倍数不可能为根.
(c) 若 α, β ∈ Φ, 则 β − 2(β,α)

(α,α)
α ∈ Φ.

(d) 若 α, β ∈ Φ, 则 2(β,α)
(α,α)

∈ Z.

按下一章的语言, 满足上面定理的 Φ将被称为实欧式空间 E中的一个根系统. 通过上面若
干步骤, 我们确立了从李代数到根系统的对应 (L,H) 7→ (Φ,E). 下面我们的主要目的是完全分
类 (Φ,E)(第三章), 并说明这个对应关系是 1–1 的, 且 Φ 对于 H 的依赖关系并非实质性的 (第
四, 五章).
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2 根系统与分类定理

设 E 为欧式空间, 即其为 R 上的有限维线性空间, 且定义有正定对称双线性型 (α, β). 定
义 αv = 2α/(α, α) 以及 〈β, α〉 = (β, αv) = 2(β, α)/(α, α). 当 α 非零时, 总有 〈α, α〉 = 2.
任何非零向量 α 都定义了反射操作 σα: 其将 β 映到其关于超平面 Pα 镜面对称的像, 这里
Pα 是以 α 为法向量的超平面, Pα = {γ ∈ E|(γ, α) = 0}. 依照刚定义的记号, 有 σα(β) =

β−α · 2(β, α)/(α, α) = β−α(β, αv) = β−α〈β, α〉. 给定 α, β, 还可以定义另一操作, 即关于向
量 α 的反射 σ̃α: 因 β 和 α 不线性相关, 故由 β 和 α 确定了二维平面, 则 β 关于 α 的反射即 β

在该平面内关于 α 反射得到的像. 显然这一操作不过是 Pα 操作后取中心反射, 即 σ̃α = −σα.
欧式空间 E 的子集 Φ 称为 E 的一个根系统, 若满足如下公理:
(R1) Φ 有限, 张成 E, 且不含 0.
(R2) 若 α ∈ Φ, 则 Φ 中唯一的形如数乘 α 的元为 ±α(两者均在).
(R3) 若 α ∈ Φ, 则反射操作 σα 保 Φ 不变.
(R4) 若 α, β ∈ Φ, 则 〈β, α〉 ∈ Z.
注意, (R3) 事实上可以推出 (R2), 因 σα(α) = α− α〈α, α〉 = −α.
设 Φ 为 E 的一个根系统, 记 GL(E) 中由反射 σα(α ∈ Φ) 生成的子群为 W , 由 (R3), W

为作用在有限集 Φ 上的一个群, 故为 Φ 的对称群的一个子群; 特别地, W 有限. 称 W 为 Φ 的

Weyl 群. 称 Φv = {αv|α ∈ Φ} 为 Φ 的对偶, Φv 事实上也为 E 中的一个根系统, 且其 Weyl 群
和与 W 自然同构. 注: 对李代数来说, α 对应于 tα, 而利用 Killing 型导致的 H∗ 与 H 的同构,
可将 αv 对应于 hα = 2tα/(tα, tα).
根系统公理中的 (R4)对根系统做了很强限制: 有 〈β, α〉 = 2(β, α)/(α, α) = 2 cos θ||β||/||α||,

这里 θ为 α和 β的夹角,故 〈α, β〉〈β, α〉 = 4 cos2 θ,从而 cos2 θ只能取值 0, 1/4, 1/2, 3/4(无法取
1 因 α 6= ±β), 对应 cos θ = 0,±1/2,±1/

√
2,±

√
3/2, 这里的正负号只是对应 cos θ 与 cos(π −

θ) = − cos θ, 即 〈α, β〉 与 〈α, σα(β)〉 的情形 (验证: 〈α, σα(β)〉 = 2(α, σα(β))/(σα(β), σα(β)) =

2(α, β − 2(β,α)
(α,α)

α)/(β, β) = 2 (α,β)
(β,β)

− 4 (β,α)(α,α)
(α,α)(β,β)

= −2 (α,β)
(β,β)

= −〈α, β〉, 故由于根系统的 (R3) 公
理, 两者只需考虑一者, 故只需考虑 cos θ = 0, 1/2, 1/

√
2,
√
3/2. 从而得到下表1(注: 事实上该

1为了考察由 α 和 β 张成的, 满足 (R1-R4) 的最小根系统的所有可能类型, 只需再将 −α, −β, 以及所有可能的反射向量 (按反
射 σ 或 σ̃) 计入在内即可. 我们依次分析:

• 情形一: 这时可以通过伸缩调节使得 ||α|| = ||β||. 这时计入 ±α,±β 得到十字形, 可以验证已经是一个根系统, 记为
A1 × A1.

• 情形二: 这时只有单一长度, 计入 ±α,±β 及所有反射, 可以验证得到六角星形已为一个根系统, 记为 A2.

• 情形三: 这时 β 与 α 长度比为
√
2 : 1, 将 ±α,±β 及所有反射都计入后得到米字形, 可以验证是一个根系统, 记为 B2.

• 情形四: 这时 β 与 α 长度比为
√
3 : 1. 按反射追一圈后得根系统为一个由两个同心六角星形合成的系统, 两者差 π/6 旋

转, 且长度大小比为
√
3 : 1.
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表给出了 ℓ = dim E ≤ 2 时所有的根系统分类):

表 1: ℓ = dim E ≤ 2 时所有的根系统分类. 注意我们选取了夹钝角的 α 和 β(〈α, β〉 与 〈β, α〉
都为负), 从而使得选取的 α 和 β 恰为单根 (且 β 为长根), 即构成 Φ 的基 ∆; Cartan 矩阵所选
的基为有序对 (α, β). 最后所示为 Coxeter(Dynkin) 图 (Dynkin 图只不过在给 〈αi, αj〉 > 1 时

加上了方向).
名称 〈α, β〉 〈β, α〉 θ ||β||2/||α||2 图示及单根 ∆ Cartan 矩阵 Dynkin 图
A1 −1 −1 π 1 −α α

(
2
)

A1 × A1 0 0 π
2

未定 α

β (
2 0

0 2

)

A2 −1 −1 2π
3

1 α

β (
2 −1

−1 2

)

B2 −1 −2 3π
4

2 α

β (
2 −1

−2 2

)

G2 −1 −3 5π
6

3 α

β (
2 −1

−3 2

)

引理 14. 令 Φ 为 E 的一个根系统, 对应 Weyl 群 W . 若 σ ∈ GL(E) 保 Φ 不变, 则对任何
α ∈ Φ 有 σσασ

−1 = σσ(α), 且对所有 α, β ∈ Φ, 有 〈β, α〉 = 〈σ(β), σ(α)〉.

引理 15. 设 α, β 为线性无关的根. 若 (α, β) > 0, 则 α− β 为根. 若 (α, β) < 0, 则 α+ β 为

根.

证明. 第二个论断从第一个可得 (只需作替换 β → −β). 由于 (α, β)与 〈α, β〉同号,故表1可见,
当它们都为正时, 总有 〈α, β〉 或 〈β, α〉 其中一者等于 1. 若 〈α, β〉 = 1, 则 σβ(α) = α− β ∈ Φ;
否则若 〈β, α〉 = 1, 则 β − α ∈ Φ, 从而 α− β = σβ−α(β − α) ∈ Φ. 即证.

对线性无关的两个根 α, β, 考察所有形如经 β 处的 α-串 β + iα(i ∈ Z) 的根: 设 r, q ∈ Z+

为使 β − rα, β + qα ∈ Φ 的最大整数; 若某个 β + iα 6= Φ (−r ≤ i ≤ q), 则存在 p < s 使

β+pα ∈ Φ, β+(p+1) 6= Φ, β+(s−1)α 6= Φ, β+ sα ∈ Φ, 从而由引理15表明 (α, β+pα) > 0,
(α, β + sα) < 0, 但这与 p < s 矛盾 (注意到 (α, α) > 0). 可见, 经 β 处的 α-串从 β − rα
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到 β + qα 是不间断的. 因 σα 作用在这些根上只是加上或减去若干 α 的倍数, 故该 α-串在
σα 下是不变的; 几何上来看显然 σα 只是将该串收尾对调, 特别地 σα(β + qα) = β − rα, 故
β + qα− 〈β + qα, α〉α = β − rα, 即 β − 〈β, α〉α− qα = β − rα, 从而 〈β, α〉 = r− q. 由于对于
线性无关的两个根 〈β, α〉 ≤ 3, 故 r − q ≤ 3. 由于根串的节点个数为 r − q + 1, 故可见: 根串的
长度最多为 4.

Φ 的子集 ∆ 称为 Φ 的一组基, 若满足如下条件:
(B1) ∆ 是 E 的一组基,
(B2) 任何根 β 都可写为 β =

∑
kαα (α ∈ ∆), 且系数 kα 均为非负整数和均为非正整数.

∆ 中的根称为单根. 由 (B1) 知 Card∆ = ℓ 且 β 在 ∆ 上的展开系数是唯一的. 从而可以
定义一个根 (相对于 ∆) 的高度: htβ =

∑
α∈∆ kα. 若所有 kα ≥ 0 (kα ≤ 0), 则称 β 为正 (负),

记为 β � 0(β ≺ 0). 正, 负根 (相对于 ∆) 的集合记为 Φ+ 和 Φ− (有 Φ− = −Φ+). 若 α 和 β

均为正根, 且 α + β 也为根, 则显然 α + β 也为正根. 从而 ∆ 定义了 E 上的一个偏序: 定义
µ ≺ λ 若 λ− µ 为正根之和或 µ = λ. ∆ 的定义未保证其存在性, 其存在性将由定理12保证.

引理 16. 若 ∆ 为 Φ 的基, 则对 α 6= β ∈ ∆, 有 (α, β) ≤ 0, 且 α− β 不为根.

证明. 由基定义的 (B2), 对任何 α 6= β ∈ ∆, α− β 不能为根 (因 α, β ∈ ∆ 前的系数一正一负).
假设 (α, β) > 0, 则由 α 6= β(假设), 且显然 α 6= −β, 故引理15表明 α − β 为根, 矛盾. 故只能
(α, β) < 0.

对任意 E 中的向量 γ, 定义 Φ+(γ) = {α ∈ Φ|(γ, α) > 0} 为那些与 γ 夹锐角的根的集合.
显然 E−∪α∈ΦPα 非空, 故称 γ ∈ E 为正常的, 若 γ ∈ E−∪α∈ΦPα, 否者称其为奇异的. 当 γ 为

正常时, 显然有 Φ = Φ+(γ) ∪ (−Φ†(γ)). 称 α ∈ Φ+(γ) 为可分解的, 若存在 β1, β2 ∈ Φ+(γ) 使

α = β1 + β2, , 否则称其为不可分解的. 有如下定理:

定理 12. 设 γ ∈ E 为正常的. 则所有 Φ+(γ) 中的所有不可分解根的集合, 记为 ∆(γ), 为 Φ 的

一个基, 且任何基都可由此得到.

证明. 分如下步骤:
(1) Φ+(γ) 中的每个根都为 ∆(γ) 中向量的非负 Z 线性组合. 否则, 存在 α ∈ Φ+(γ) 不满

足条件; 则选使得 (γ, α) 尽可能小的 α. 显然 α /∈ ∆(γ), 即 α ∈ Φ+(γ) 不是不可分解根, 从而
其为可分解根, 则按定义存在 β1, β2 ∈ Φ+(γ) 使得 α = β1 + β2, 故 (γ, α) = (γ, β1) + (γ, β2).
但由 Φ+(γ) 定义每个 (γ, βi) 都为正, 且比 (γ, α) 小, 为了不与 α 的选取矛盾, 故只能 β1 和 β2

都能写为 ∆(γ) 中元素的非负 Z-线性组合, 但这也推出 α 也可以, 仍与 α 的选取矛盾.
(2) 若 α, β ∈ ∆(γ), 则 (α, β) ≤ 0, 否则 α = β. (注意该命题与引理16的不同之处; 但证明

类似.) 否则, (α, β) > 0, 从而由引理15, α− β 为一个根. 由于显然 β 6= −α, 故 α− β 或 β − α
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中有一者在 Φ+(γ) 中, 则利用 α = β + (α− β) 或 β = α+ (β − α), 可见 α 或 β 为可分解的,
与 α, β 的选取矛盾.

(3) ∆(γ) 中的元素均线性独立. 设
∑
rαα = 0 (α ∈ ∆(γ), rα ∈ R), 将系数 rα 分

为大于零和小于零的两组得到
∑
sαα =

∑
tββ (这里 sα, tα > 0, 且 α 和 β 指标集不交),

并记等式两边都等于 ε. 则根据 (2), (ε, ε) =
∑

α,β sαtβ(α, β) ≤ 0, 使得只能 ε = 0, 从而
0 = (γ, ε) =

∑
sα(γ, α), 且 α ∈ ∆(γ) ⊂ Φ+(γ) 故 (γ, α) > 0, 故所有 sα = 0; 同理所有 tβ = 0.

(注: 这一部分事实上还证明了: 若有若干向量都处于某超平面 Pγ 的同一侧, 且它们两两夹钝
角, 则它们必线性无关.)

(4) ∆(γ) 为 Φ 的一个基. 由于 Φ = Φ+(γ) ∪ −Φ+(γ), (B2) 已由 (1) 保证, 且由 (1) 知
∆(γ) 张成 Φ+(γ), 也即张成 E, 再由 (3) 知 (B1) 满足. 故 ∆(γ) 为 Φ 的一个基.

(5) Φ 的每个基 ∆ 都形如 ∆(γ), 这里 γ ∈ E 是某个正常向量. 给定 ∆, 选取 γ ∈ E
使 (γ, α) > 0 ∀α ∈ ∆(这总可以做到). 由 (B2), γ 为正常的, 且 Φ± ⊂ ±Φ±(γ), 故只能有
Φ± = ±Φ±(γ), ∆ 显然只能由不可分解根构成 (否则设 α ∈ ∆ 为可分解根, 则有 α = β1 + β2,
这里 β1, β2 ∈ Φ+(γ) = Φ+ 故都为正根, 但 α 在 ∆ 上的展开是唯一的, 只能为 α, 矛盾), 从而
∆ ⊂ ∆(γ); 但有 ∆ = Card∆(γ) = ℓ 故 ∆ = ∆(γ).

Pα(α ∈ Φ) 将 E 分为有限各区域: E − ∪α∈ΦPα 中的连通分支称为 E 的 (开)Weyl 室, 记
为 C(γ). 式子 C(γ) = C(γ′) 等价于说 γ, γ′ 在超平面 Pα(α ∈ Φ) 的同一侧. 可见 Weyl 室与基
有自然的一一对应关系. 若 ∆ = ∆(γ), 则记 C(∆) = γ, 并称 C(∆) 为相对于 ∆ 的基本 Weyl
室.

定理 13. 设 ∆ 为 Φ 的一组基.
(a) 若 γ ∈ E, 则存在 σ ∈ W , 使 (σ(γ), α) > 0 对所有 α ∈ ∆ 成立 (故 W 遍历地作用于

Weyl 室).
(b) 若 ∆′ 为 Φ 的另一组基, 则存在 σ ∈ W 使 σ(∆′) = ∆(故 W 遍历地作用于不同的基

之间).
(c) 若 α 为任何根, 则存在 σ ∈ W 使 σ(α) ∈ ∆.
(d) W 由 σα (α ∈ ∆) 生成.
(e) 若 σ(∆) = ∆, σ ∈ W , 则 σ = 1 (故 W 在不同基间的作用是单遍历的).

称 Φ 为不可约的, 若其不可能被划分为两个真子集的并, 满足第一个真子集中的任意向量
都正交于第二个真子集中的任意向量. 有如下引理:

引理 17. 设 Φ 不可约.
(a) 在偏序 ≺ 的意义下, 存在唯一的极大根 β(特别地, 对所有 α ∈ Φ, α 6= β 蕴含

htα < htβ, 且 (β, α) ≥ 0, ∀α ∈ ∆). 若 β =
∑
kαα(α ∈ ∆), 则所有 kα > 0.
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(b)W 在 E 上的作用不可约. 特别地, 一个根 α 在 W 作用下的轨道张成 E.
(c) Φ 中最多有两种根长 (从而定义了长根和短根), 且所有有同一长度的根在 W 下共轭.
(d) 唯一极大根 β 为长根.

选定单根的一组排序 (α1, ..., αℓ), 则矩阵 (〈αi, αj〉) 称为 Φ 的 Cartan 矩阵, 其矩阵元称
为 Cartan 整数.

命题 9. 令 Φ′ ⊂ E′ 为另一个根系统, 其有一组基为 ∆′ = {α′
1, ..., α

′
ℓ}. 若 〈αi, αj〉 = 〈α′

i, α
′
j〉

对 1 ≤ i, j ≤ ℓ 成立, 则双射 αi 7→ α′
i 可唯一地扩张到同构 ϕ : E → E′, 且 ϕ 将 Φ 映到 Φ′, 且

满足 〈ϕ(α), ϕ(β)〉 = 〈α, β〉 对任何 α, β ∈ Φ 成立. 从而, Φ 的 Cartan 矩阵 (在相差一个同构
的意义下) 决定了 Φ.

3 同构和共轭定理

命题 10. 设 L 为一个单李代数, H 为 L 的一个极大环面子代数, Φ ⊂ H∗ 为 L 相对于 H 的

根的集合. 则 Φ 为一个不可约根系统.

证明. 否则,有分解 Φ = Φ1∪Φ2,这里 Φ1与 Φ2正交. 若取 α ∈ Φ1, β ∈ Φ2,则 (α+β, α) 6= 0且

(α+β, β) 6= 0,故 α+β不可能在 Φ1或 Φ2中,故不可能为根,从而由命题5, [LαLβ] ⊂ Lα+β = 0,
故对于 L 的由所有 Lα (α ∈ Φ1) 生成的子代数 K, 其中心化子包含所有的 Lβ (β ∈ Φ2); 特别
地, 由于 Z(L) = 0, 故 K 为 L 的一个真子代数. 并且 K 的正规化子包含所有 Lα (α ∈ Φ1),
故 K 的正规化子包含所有 Lα (α ∈ Φ), 从而利用命题8(f)(L 由根空间 Lα 生成) 知 K 的正规

化子为 L, 从而 K 为 L 的一个不为零的真理想, 与 L 为单矛盾.

下面再考察 L 为任意半单李代数时的情况: 此时由定理7, L 可被唯一写为直和 L1 ⊕ · · · ⊕
Lt, 这里的 Li 均为单理想. 若 H 为 L 的一个极大环面子代数, 则 H = H1 ⊕ ...Ht, 这里
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Hi = Li ∩H(见练习 5.8). 显然每个 Hi 都为 Li 的环面子代数, 且事实上也为极大环面的: 任
何 Li 的比 Hi 大的环面子代数自然地为 L 中的环面子代数, 将所有 Hj , j 6= i 正规化, 且与 Hj

生成一个 L 的比 H 大的环面子代数, 故矛盾. 下面令 Φi 为 Li 相对于 Hi 的在欧式空间 Ei 中
的根系统. 若 α ∈ Φi, 则通过对 j 6= i 时补充定义 α(Hj) = 0 则可将 α 视为 H 上的线性函数,
可见 α 为 L 相对 H 的一个根, 且 Lα ∈ Li. 另一方面, 若 α ∈ Φ, 则存在某个 i, [HiLα] 6= 0

(否则 H 将 Lα 中心化), 故 Lα ⊂ Li, 故 α|Hi 为 Li 的一个相对于 Hi 的根. 从而可见 Φ 可分

解为 Φ1 ∪ ... ∪ Φt, 对应 E ∼= E1 ⊕ ...⊕ Et. 从而证明了以下推论:

推论 10. 设 L 为一个半单李代数, 有极大环面子代数 H 及根系统 Φ. 若 L = L1 ⊕ ...⊕Lt 为

L 的单理想分解, 则 Hi = H ∩ Li 为 Li 的极大环面子代数, 且对应的 (不可约) 根系统 Φi 可

自然地视为 Φ 的子系统, 这里 Φ = Φ1 ∪ ... ∪ Φt 将 Φ 分解为不可约部分.

一个李代数 L 的 Cartan 子代数 (简称为 CSA) 为 L 中的一个幂零子代数, 且满足其
等于其在 L 中的正规化子. 注意这个定义并没有保证 CSA 的存在性. 但若 L 为半单李代数

(char F = 0), 则 L 的一个极大环面子代数 H 为阿贝尔的 (从而为幂零的), 且 NL(H) = H (因
为 L = H +

∐
α∈Φ Lα, 且对 α ∈ Φ 有 [HLα] = Lα). 因而对半单李代数, 其 CSA 总存在.

有如下定理:

定理 14. 令 H 为李代数 L 的一个子代数. 则 H 为 L 的一个 CSA 当且仅当 H 为一个极小

Engel 子代数 (特别地, CSA 存在).

推论 11. L 为半单的 (char F = 0). 则 L 的 (若干)CSA 恰为 L 的 (若干) 极大环面子代数.

设 F 为特征为 0 的代数闭域. 则我们将证明, 对 F 上的任意李代数 L, 其所有 CSA 都在
内自同态 IntL 的意义下共轭, 这里内自同态 IntL 为所有由形如 exp adx 生成的自同态群,
x ∈ L 为 ad-幂零元. 对于 L 半单的情形, 这表明所有极大环面子代数都共轭, 从而 L 被任何

一个极大环面子代数的根系统完全确定 (至多差一个同构). 注意这里 F 为特征为零的代数闭
域这一条件是关键的, 为利用这一定理, 我们常选 F 为复数域 C 而不选实数域 R.

4 泛包络代数

本节中对 F 不作限制. 引入泛包络代数的概念, 是为了给任何 F 上的李代数 L 配备一个

含单位元 1 的结合代数 (以后称为单位结合代数); “泛” 的意思是说这个结合代数是与 L 的交

换子结构适配的 “最大” 代数.
选定一个 F 上的有限维向量空间 V . 定义 T 0V = F, T 1V = V , T 2V = V ⊗ V ,...,TmV =

V ⊗ · · · ⊗V (乘 m 次). 定义 T(V ) =
∐∞
i=0 T

iV 并定义结合乘法: 对 T(V ) 上的生成元 (均为 V

的基的张量组合的形式)有 (v1⊗· · · vk)(w1⊗· · ·wm) = v1⊗· · ·⊗vk⊗w1⊗· · ·⊗wm ∈ T k+mV .
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这样 T(V ) 称为一个单位结合分级代数, 其由 1 ∈ F 及 V 的任一组基生成. 称其为 V 上的张

量代数. T(V ) 在如下意义上为 n 个生成元 (n = dimV ) 的泛结合代数: 给定任何 F-线性映射
ϕ : V → U(U 是 F 上具有单位元 1 的结合代数), 存在唯一的 F-代数的同态 ψ : T(V ) → U, 满
足 ψ(1) = 1, 且使如下图交换 (i 为嵌入映射):

V

ϕ
""D

DD
DD

DD
DD

i // T(V )

∃ψ
���
�
�

U

再令 I 为 T(V ) 的由所有 x ⊗ y − y ⊗ x 生成的 (双) 理想, 称 S = T/I 为 V 上的对称代数,
记 σ : T (V ) → S(V ) 为自然映射. 注意到 I 的生成元在 T 2V 中, 故有 I = (I ∩ T 2V ) ⊕ (I ∩
T 3V )⊕ · · · . 从而 σ 在 T 0V = F 和 T 1V = V 上为单射, 且 S(V ) 从 T(V ) 中继承了一个分级

结构: S(V ) =
∐∞
i=0 S

iV . 模掉 I 的作用就是使 V 中的元素交换, 故 S(V ) 对于 V 到交换结

合 F-代数 (具有单位元 1) 的映射来说是泛交换结合代数. 且, 若固定 (x1, ..., xn) 为 V 的一组

基, 则 S(V ) 与 F 上的 n 变量多项式代数自然同构, 基为 1 和所有形如 xi(1)...xi(t), 这里 t ≥ 1,
1 ≤ i(1) ≤ ... ≤ i(t) ≤ n. 对无限维的 V , 这样构造的 T(V ) 和 S(V ) 仍然有效.
对任意李代数 L(可以为无限维), L 的泛包络代数为 (U, i), 这里 U 为 F 上的一个单位结

合代数 (以后称为, i : L → U 为一个线性映射, 满足对任意 x, y ∈ L, 有 i([xy]) = i(x)i(y) −
i(y)i(x). 这样定义的泛包络代数有如下范畴性质: 对任何单位结合 F-代数 U′ 及任何满足上

式的线性映射 j : L → U′, 存在唯一的代数单位同态 ϕ : U → U′(单位同态意为 1 → 1), 满
足 ϕ ◦ i = j. 为证该性质, 要证明唯一性和存在性; 在存在性中定义了 U(L) = T(L)/J , 并记
π : T(L) → U(L) 为自然映射.
现定义 T = T(L), S = S(L), U = U(L), Tm = Tm(L), Sm = Sm(L). 定义 Tm =

T 0 ⊕ T 1 ⊕ · · · ⊕ Tm, 且定义 Um = π(Tm), U−1 = 0. 则有 UmUp ⊂ Um+p, Um ⊂ Um+1.
令 Gm = Um/Um−1, U 中乘法定义了双线性映射 Gm × Gp → Gm+p, 可将此扩张为映射
G×G → G, G =

∐∞
m=0G

m, 从而 G 为一个单位分级结合代数.

定理 15. (Poincaré-Birkhoff-Witt 定理, 简称 PBW 定理) 映射 ω : S → G 为代数同构.

5 权的抽象理论与表示论

本节中 L 总表示一个 (特征为零的代数闭域 F 上的) 半单李代数, H 是一个选定的 L 的

CSA, Φ 为对应的根系统, ∆ = {α1, ..., αℓ} 为 Φ 的一组基, W 为 Weyl 群. 本节研究对象为有
限维 L-模.

在 sl(2,F)的表示一节中,我们定义了权和权空间的概念: 设 V 为一个有限维 sl(2,F)-模, h
为 sl(2,F)中的 (唯一的)半单元,则 h在 V 上的表示是对角的 (即存在一组 V 的基使 h在其上
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为对角矩阵), 则可利用 h 的特征值为 V 作直和分解. 更一般地, 对任意一个半单李代数, 若 V

为一个有限维 L-模, 可利用 L半单元的子代数 (即极大环面子代数 H)在 V 上的对角作用 (由
推论6保证) 来对 V 作直和分解: V =

∐
Vλ, 这里 λ ∈ H∗, Vλ = {v ∈ V |h.v = λ(h)v ∀h ∈ H}.

对任意 V (有限或无限维),子空间 Vλ 仍然可以有定义;当 Vλ 6= 0,就称其为一个权空间,并称 λ

为一个 V 的权 (更准确地,称为一个H 在 V 上的权). 简而言之,权空间与权就是李代数的半单
元 (的集合) 对空间 V 所作的直和分解及所记的指标 (即半单元的特征值). 举例: 将 L 看作它

自身的模 (L通过诱导表示作用在自身 L上,使其成为 L-模),则权的集合就是所有根 α ∈ Φ(对
应的权空间为 Lα, 均为 1 维) 外加 0(对应权空间为 H, 维度为 ℓ); 再如, 在研究 L = sl(2,F)
时, H 上的线性函数 λ 完全由其在基向量 h 上的值 λ(h) 确定, 故 λ(h) = λ 只是一个数. 注意,
若 dimV = ∞, 则无法保证 V 为其所有权空间的和; 但所有权空间 Vλ 的和, 记为 V ′, 为直和
(此源于对一个线性变换, 属于不同特征值的特征值线性无关). 且 V ′ 为 V 的一个 L-子模: 若
x ∈ Lα, v ∈ Vλ, h ∈ H, 则 h.x.v = x.h.v + [hx].v = x.(λ(h)v) + (α(h)x).v = (λ(h) + α(h))x.v,
故 Lα 将 Vλ 映到 Vλ+α. 总结即得如下引理:

引理 18. 设 V 为任意 L-模. 则:
(a) Lα 将 Vλ 映到 Vλ+α (λ ∈ H∗, α ∈ Φ).
(b) 和 V ′ =

∑
λ∈H∗ Vλ 为直和, 且 V ′ 为 V 的一个 L-子模.

(c) 若 dimV <∞, 则 V = V ′.

一个 L-模 V 中的 (具有权 λ 的) 极大向量为一个非零向量 v+ ∈ Vλ, 其被所有的 Lα 零化

(α � 0,或 α ∈ ∆). 如此定义的 v+ 当然取决于 Φ的基 ∆的选取. (例如: 若 L为单, β 为 Φ中

的相对于 ∆ 的极大根 (见引理17), 则任何 Lβ 的非零元为 L 诱导表示的极大向量 (由命题5有
[LβLα] ⊂ Lα+β, 但因 β 为极大根, 故 htβ 最大, 故对 α � 0, 只能 α+β 不为根, 即 Lα+β = 0).

为了研究有限维不可约 L-模, 先考察一类由极大向量生成的 L-模, 定义如下: 若 L-模 V

满足对一个极大向量 v+ ∈ V (其权为 λ) 有 V = U(L).v+(U(L) 为 L 的泛包络代数), 则称 V

为标准循环的 (具有权 λ), 且称 λ 为 V 的最高权. 这样的 L-模的结构是容易刻画的: 为此定
义非零 xα ∈ Lα(α � 0), 且选取 (唯一的)yα ∈ L−α 满足 [xαyα] = hα. 回忆: 对 λ, µ ∈ H∗, 偏
序 λ � µ 当且仅当 λ− µ 可写为正根直和. 有如下定理:

定理 16. 令 V 为一个标准循环 L-模, 其有极大向量 v+ ∈ Vλ. 令 Φ+ = {β1, ..., βm}, 则有:
(a) V 由向量 yi1β1

...yimβm .v
+(ij ∈ Z+) 张成; 特别地, V 可写为其权空间的直和.

(b) V 的权空间都形如 µ = λ−
∑ℓ

i=1 kiαi (ki ∈ Z+), 即所有的权满足 µ ≺ λ.
(c) 对每个 µ ∈ H∗, dimVµ <∞, 且 dimVλ = 1.
(d) V 的每个子模都可写为 V 的权空间的直和.
(e) V 为不可分解 L-模, 且有唯一极大 (真) 子模, 以及唯一对应的不可约商模.
(f) 任何一个 V 的非零同态像都为标准循环模, 具有权 λ.
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推论 12. 设 V 为定理16中的 V . 进一步设 V 为不可约 L-模, 则 v+(在相差一个非零数乘的
意义下) 为 V 的唯一极大向量.

定理 17. 令 V , W , 为具有最高权 λ 的标准循环模, 若 V 和 W 均不可约, 则它们同构.

如何构造标准循环模? 这里给出一个诱导模的构造: 一个标准循环模, 当看作一个 B-模
时 (B 为 Borel 子代数: B(∆) = H +

∐
α≻0 Lα), 含有一个由给定最大向量生成的一维子

模. 故我们选 v+ 为基生成一维向量空间 Dλ, 定义 B 在 Dλ 上的作用: 对给定的 λ ∈ H∗,
(h+

∑
α≻0 xα).v

+ = h.v+ = λ(h)v+. (验证 Dλ 为一个 B-模; Dλ 也为 U(B)-模, 故可定义张量
基 Z(λ) = U(L)⊗U(B) Dλ, 其在 U(L) 的自然左作用下变为一个 U(L)-模.)
现论断 Z(λ) 为具有权 λ 的标准循环模. 一方面, Z(λ) 由 1⊗ v+ 生成. 另一方面, 1⊗ v+

非零, 因 U(L) 为自由 U(B)-模 (定理 17.3), 其基含有 1 即所有单项式 yi1β1
...yimβm , 故 1⊗ v+ 为

一个权为 λ 的最大向量.
这样, 若 N− =

∐
α≺0 Lα, 则 Z(λ), 看作 U(N−)-模, 与 U(N−) 同构. 更准确地, U(L) ∼=

U(N−)⊗ U(B) (PBW 定理), 故 Z(λ) ∼= U(N−)⊗ F.

定理 18. 20.3B 设 λ ∈ H∗. 则存在权为 λ 的不可约标准循环模 V (λ).

证明. Z(λ)(构造见上) 为权 λ 的标准循环模, 且有唯一极大子模 Y (λ)(定理16(d), 故 V (λ) =

Z(λ)/Y (λ) 为权 λ 不可约的标准循环模 (定理16(e)).

设 V 为一个有限维不可约 L-模, 则 V 至少含有一个极大向量, 对应唯一确定的权 λ, 且
V 的由此极大向量生成的子模必为 V 本身 (由不可约性), 从而由定理17和??, V 同构于 V (λ).

对每个单根 αi, 记 Si(= Sαi) 为 L 中对应 sl(2,F) 的拷贝. 则 V (λ) 也为 (有限维)Si-模,
且 L 的极大向量也为 Si 的极大向量. 特别地, 因存在权 λ 的极大向量, 则 CSA Hi ⊂ Si 的权

完全由标量 λ(hi) (hi =αi) 确定, 而由定理10, 这要求 λ(hi) 为一个非负整数. 故有如下定理:

定理 19. 若 V 为一个有限维不可约 L-模, 其最高权 λ, 则 λ(hi) 为一个非负整数 (1 ≤ i ≤ ℓ).

更进一步, 从定理10可知, 若 V 为有限维 L-模, µ 为 V 的一个权, 则 µ(hi) = 〈µ, αi〉 ∈ Z,
1 ≤ i ≤ ℓ. 这样, 表示论中的权的概念与如下定义的权可以等同:
令 Λ 为一个集合, 其含有所有 λ ∈ E, 满足 〈λ, α〉 ∈ Z (α ∈ Φ), 并称这样的 λ 为权. 由于

〈λ, α〉 = 2(λ, α)/(α, α) 线性依赖于 λ, 故 Λ 为 E 的一个子集, 且包含 Φ. 可以证明, λ ∈ Λ, 当
且仅当 〈λ, α〉 ∈ Z ∀α ∈ ∆. 现定义根格为 Λ 的由 Φ 生成的群, 并记为 Λr. 注意 Λr 为 E 中的
格, 因其为 E 中的一组 R-基 (即任何单根集 ∆) 的 Z-铺张. 对于给定的 ∆ ⊂ Φ, 定义 λ ∈ Λ 为

主权 (强主权), 如果所有的整数 〈λ, α〉 (α ∈ ∆) 均为非负 (正). 定义 Λ+ 为所有主权构成的集

合. 利用之前的语言, Λ+ 为所有处于基本 Weyl 室 C(∆) 闭包中的权, 且 Λ∩ C(∆) 为所有强主

权构成的集合.
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V (λ) 的最高权 λ 为主权; 线性函数 λ, 若使得所有 λ(hi) 为 (正) 整数, 则成为 (主) 整的.
所有整线性函数故称为 H∗ 中的一个格, 其包括根系统.
定义记号: 若 V 为 L-模, 则记 Π(V ) 为所有权构成的集合; 对 V = V (λ), 则记为 Π(λ).
设 ∆ = {α1, ..., αℓ}, 则向量 2αi/(αi, αi) 构成 E 的一组基. 定义 λ1, ..., λℓ 为 (对于 E 上内

积的) 对偶基: 〈λi, αj〉 = 2(λi, αj)/(αj , αj) = δij . 由于所有 〈λi, α〉 (α ∈ ∆) 为非负整数, 故 λi

为主权. 称其为 (对于 ∆ 来说的) 基本主权.

6 Chevalley 基

本节中 L 总表示一个 (特征为零的代数闭域 F 上的) 半单李代数, H 是一个选定的 L 的

CSA, Φ 为对应的根系统.

命题 11. 设 α, β 为线性无关的根, β − rα, ..., β, ..., β + qα 为经 β 的 α-串. 则:
(a) 〈β, α〉 = r − q.
(b) 至多两种根长在串中出现.
(c) 若 α+ β ∈ Φ, 则 r + 1 = q(α+β,α+β)

(β,β)
.

引理 19. 设 α, β 为两线性独立根. 选 xα ∈ Lα, x−α ∈ L−α, 满足 [xαx−α] = hα, 且选任意
xβ ∈ Lβ. 则如果 β − rα, ..., β + qα 为经 β 的 α-串, 则由 [x−α[xαxβ]] = q(r + 1)xβ.

命题 12. 存在如下根向量 xα ∈ Lα (α ∈ Φ) 的选取:
(a) [xαx−α] = hα.
(b) 若 α, β, α+ β ∈ Φ, [xαxβ] = cαβxα+β, 则 cαβ = −c−α,−β. 对任何这样选取的根向量,

标量 cαβ(α, β, α+ β ∈ Φ) 自动满足:
(c) c2αβ = q(r + 1) (α+β,α+β)

(β,β)
, 这里 β − rα, ..., β + qα 是经 β 处的 α-串.

由上方命题12可以定义 L 的 Chevalley 基: 其为任何基 {xα, α ∈ Φ;hi, 1 ≤ i ≤ ℓ}, 其中
的 xα 满足12中的 (a) 和 (b), hi = hαi , ∆ = {α1, ..., αℓ} 为 Φ 的一组基.

定理 20. (Chevalley) 令 {xα, α ∈ Φ;hi, 1 ≤ i ≤ ℓ} 为 L 的一组 Chevalley 基. 则结构常数都
在 Z 中. 更准确地, 我们有

(a) [hihj ] = 0, 1 ≤ i, j ≤ ℓ.
(b) [hixα] = 〈α, αi〉xα, 1 ≤ i ≤ ℓ, α ∈ Φ.
(c) [xαx−α] = hα 为 h1, ..., hℓ 的 Z-线性组合.
(d)若 α, β 为线性无关的根, β−rα, ..., β+qα为经 β 处的 α-串,则若 q = 0有 [xαxβ] = 0;

若 α+ β ∈ Φ 有 [xαxβ] = ±(r + 1)xα+β.
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7 仿射李代数

根据 Chevalley 定理20, 有限维单李代数完全由 3r 个生成元 {Ei
±,H

i|i = 1, ..., r} 及其关
系刻画, 这些关系包括 Jacobi 恒等式及以下关系

[H i,Hj ] = 0, [H i, Ej
±] = ±AjiEj

±, [Ei
+, E

j
−] = δijHj , (adEi

±)
1−Aji(Ej

±) = 0 (i 6= j),

其中 A 为 Cartan 矩阵, 即一个 r × r 矩阵, 满足如下性质: 其为不可分解 (意义为无论如何改
变基的排列顺序也不能使 A 变为分块对角矩阵) 且

Aii = 2, Aij ≤ 0 (i 6= j), Aij = 0 ⇔ Aji = 0, Aij ∈ Z,

且

detA > 0 ⇔ 存在对角矩阵 D 和对称矩阵 S 满足 A = DS, 且 S 为正定.

对于单李代数, 由于 Cartan 矩阵完全决定了李代数, 故问题转化为对 Cartan 矩阵的分类. 现
为了定义推广 Cartan 矩阵, 我们将最后一个条件推广为

存在对角矩阵 D 和对称矩阵 S 满足 A = DS,

即去掉 S 正定的条件. 这时, 由 Chevalley 定理对应的李代数称为 Kac–Moody 代数. 特别
地, 当 S 为半正定时, 称对应的李代数为仿射型 Kac–Moody 代数, 或称仿射李代数.
单李代数有平凡的中心, 而非单仿射李代数有非平凡中心: 定义

K :=
r∑
i=0

av
iH

i,

则显然 [K,H i] = 0, 且 [K,Ei
±] = ±

∑r
j=0 a

v
jA

ijEi
± = 0, 这里 av 定义为 Cartan 矩阵的 (右)

零向量, 满足
∑r

j=0A
ijav

j = 0. 由定义, 仿射 Cartan 矩阵只有一个零特征值, 从而 g 的中心为

一维, 即 K 是 (最多差一个数乘) 唯一的中心元.
中心元的存在区别了非单仿射李代数与单李代数. 一般地, 对任何李代数 g, 都可通过添

加 ℓ 个中心生成元 Ki 到 g 的生成元中, [T a,Ki] = 0, i = 1, ..., ℓ, a = 1, ..., d, 从而构造了
一个 (ℓ-维) 中心扩张 ĝ; 这时原先的括号要推广到 [T a, T b] = fabcT

c + fabiK
i, fabc 为 g 中

的结构常数; 新的结构常数 fabi 需要满足 Jacobi 恒等式, 故不能随意选取; 则 fabi 的所有解

的个数就决定了独立的中心扩张的个数. 对于直和的情形, ĝ = g ⊕ (u1)
ℓ, fabi ≡ 0 显然为

一个解, 但也可能有别的形式的解也对应此直和扩张: 记 T̃ a = T a + uaiK
i, 则由 [T̃ a, T̃ b] =

[T a, T b] = fabcT
c+ fabiK

i = fabc(T̃
c−uciKi)+ fabiK

i, 且 [T̃ a, T̃ b] = f̃abcT̃
c+ f̃abiK

i, 知只需
f̃abi = fabi −

∑
c f

ab
cu
c
i = 0. 即, 若记 [x, y]new = [x, y]old +Ω(x, y)K, 则要求 Ω 为双线性反对
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称, 且满足 0 = Ω(x, [y, z]) + Ω(y, [z, x]) + Ω(z, [x, y]), 即 Ω 是一个 2-cocycle. 中心扩张是平凡
的, 当且仅当此 cocycle 也为一个 coboundary, 即当且仅当 Ω(x, y) 为 [x, y]old 的线性函数.
现限制 g为一个复单李代数,则存在一组基,使得结构常数 fabc完全反对称,且

∑
a f

abcfabd ∝
δab, 则 Jacobi 恒等式要求 fabi =

∑
c,d,e = fabcf cdefdei, 故选取 uai =

∑
b,c f

abcf bci 可得

f̃abi =
∑

c,d,e f
abcf cdefdei −

∑
c f

abcuai = 0, 可见单 (及半单) 李代数无非平凡的中心扩张.
通过观察可知,仿射李代数的 Dynkin图中,去掉任何一个节点,将得到单李代数的 Dynkin

图. 通过 X
(ℓ)
r 可区分两类非单仿射李代数, 即第一类 (ℓ = 1) 和第二类 (ℓ > 1). 第一类中, 去

掉零节点后得到相应单李代数的 Dynkin 图及正确的 Coxeter 记号, 但在第二类情形, Coxeter
记号与相应单李代数 Dynkin 图的记号不同. 对任意仿射李代数 g = X

(ℓ)
r , 我们将对应的单李

代数 Xr 记为 ghor, 称为 g 的水平子代数.
我们已从 Dynkin 图猜到了单李代数和非单仿射李代数之间应有某种联系, 而上一段刚说

明了单 (及半单)李代数无平凡的中心扩张,从而非单仿射李代数无法由单李代数直接作中心扩
张得到. 接下来, 一个自然的思路是由单李代数 ḡ 出发, 得到某个推广的非单李代数 ḡgeneralized,
而这个 ḡgeneralized 有非平凡的中心扩张. 这个思路事实上是可行的. 我们将看到, 这个推广的
非单李代数 (的一种选取方式) 是圈代数 ḡloop, 其为一个 Z-分级代数, 其 0-级子空间 ḡ[0] 为一

个子代数, 且同构于单李代数 ḡ. 再对圈代数 ḡloop 作中心扩张可得到仿射李代数.
对任何单李代数 ḡ, 考察从 S1 到 ḡ 的解析映射构成的向量空间. 若 {T a|a = 1, ..., d} 为 ḡ

的一个基, S1 看作复平面 (坐标用 z 表示) 的单位圆, 则该向量空间的一组基为 B = {T an |a =

1, ..., d;n ∈ Z}, 这里 T an := T a ⊗ zn, ⊗ 为一个形式乘号. 在该空间上可自然地定义括号:

[T am, T
b
n] ≡ [T a ⊗ zm, T b ⊗ zn] := [T a, T b]⊗ (zm · zn),

即

[T am, T
b
n] = fabcT

c ⊗ zm+n = fabcT
c
m+n.

可以验证, 在该括号下, S1 → ḡ 的解析映射空间成为一个 (无限维) 李代数, 称为 ḡ 上的圈代数

ḡloop. 因在李括号下 T an 中的指标 n 为加性的 (从而赋予李代数 ḡloop 以 Z-分级), 故 ḡloop 的由

T a0 生成的子集为一个子代数, 称为 ḡloop 的零模子代数, 记为 ḡ[0].
现找出 ḡloop 的中心扩张: 可尝试

[T am, T
b
n] = fabcT

c
m+n + (fabi)mnK

i,

显然零模子代数 ḡ[0] 与单李代数 ḡ同构,故通过对生成元的选取,可令 (fabi )00 = 0;事实上可令
(fabi )m0 = 0, m ∈ Z. 从而, 对任何固定的 n, 有 [T an , T

b
0 ] = fabcT

c
n, 说明集合 {T an |a = 1, ..., d}

在 ḡ[0] 的诱导表示下变换, 且对指标 a, b, 结构常数 (fabi)mn 构成 ḡ[0] 的诱导表示的不变张量;
但 (在相差数乘的意义下) 只有一个这样的张量, 为 ḡ ∼= ḡ[0] 的 Killing 型 κ̄, 故只能有 ḡloop 的
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一维非平凡中心扩张, 即指标 i 可省去, 且有

(fab)mn = κ̄abfmn.

由于 Killing 型的对称性, fmn 必关于 m,n 反对称. 但已知 fm0 = 0 ∀m ∈ Z. 事实上 (turns
out) 只有一种可能: fmn = mδm+n,0. 总结可得, 存在唯一的 ḡloop 的非平凡中心扩张 ĝ, 满足

[T am, T
b
n] = fabcT

c
m+n +mδm+n,0κ̄

abK,

[K,T an ] = 0.

若将 ĝ 的元素写为 x⊗P(z) + ζK, 这里 x ∈ ḡ, P 为一个 Laurent 多项式, 则任意两个 ĝ 中元

的李括号写为

[x⊗ P(z) + ζK, y ⊗Q(z) + ηK] = [x⊗ P(z), y ⊗Q(z)]

= [pamT
a
m, q

b
nT

b
n]

= pamq
b
n(f

ab
cT

c
m+n +mδm+n,0κ̄

abK

= pamq
b
n(f

ab
cT

c
m+n + (pamq

b
−mκ̄

ab)m

= [x, y]⊗ (P(z)Q(z)) + κ̄(x, y)K ⊗ Res(Q(z)∂P(z)),

(3)

我们感兴趣的 ḡ 通常为紧致实李代数. 这时可选一组基使 κ̄ab = −δab, 则有

[T am, T
b
n] = fabcT cm+n −mδabδm+n,0K.

如上构造的 (复) 李代数 ĝ 可写为

ĝ := ḡloop ⊕ CK,

这里的和 ⊕ 为半直和, 而
ḡloop := C[z, z−1]⊗C ḡ.

由对仿射李代数的根系统的构造, 可知第一类仿射李代数 g(1) 由 ĝ 再添加一个生成元 D 得到:

g(1) = ĝ⊕ CD = C[z, z−1]⊗C ḡ⊕ CK ⊕ CD,

新的李括号定义为

[D,T am] = −[T am, D] = mT am, [D,K] = 0,

这样反对称性和 Jacobi 恒等式仍然成立.
ḡloop 的零模子代数仍为 ĝ 的零模子代数, 可视为由那些与 D 交换的 T am 生成, 且与有限

维 ḡ 同构, 且与 ghor 同构. 有 ĝloop = [g(1), g(1)], 即 D 是唯一不出现在任何李括号右边的生成

元. 从而称 D 为 g(1) 的导子: 在子代数 ḡloop 上, D 的作用如同 zd/dz:

[D,x⊗ P(z)] = x⊗ z∂P(z).
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总结如下: 为从单李代数 ḡ 得到第一类仿射李代数 g(1), 构造过程为

ḡ → ḡloop → ĝ → g(1).

如上得到的只是第一类仿射李代数. 为得到第二类仿射李代数, 需要放宽 S1 到 ḡ 的映射

为解析的这一条件, 即不再要求 P(e2πiz) = P(z), 而是对 x ∈ ḡ 引入扭转边界条件

x⊗ P(e2πiz) = ω(x)⊗ P(z),

这里 ω 为 ḡ 的有限阶同态. 这样引入了 ḡ 的 Zℓ-分级 (ℓ 为 ω 的阶): ḡ =
⊕ℓ−1

i=0 ḡ[i], ḡ[j] :=

{x ∈ ḡ|ω(x) = e2πi·j/ℓx}, 且 [ḡ[i], ḡ[j]] ⊆ ḡ[i+j mod ℓ]. 这里 ḡ[0] 为 ḡ 的一个子代数, 而 ḡ[j],
j = 1, ..., ℓ− 1 按 ḡ[0] 的某个最高权表示变换. ḡ[j] 的定义表明 P 需满足

P(e2πiz) = e2πi·j/ℓP(z).

与 x ∈ ḡ[j] 相乘, 得到向量空间的一个基为

{T am+j/ℓ} ≡ {T a ⊗ zm+j/ℓ|T a ∈ ḡ[j], j = 0, 1, ..., ℓ− 1;m ∈ Z}.

像第一类情形一样, 向量空间在上面的基下自然地继承了李代数结构:

[T am+j/ℓ, T
b
n+j′/ℓ] = fabcT

c
m+n+(j+j′)/ℓ,

且存在唯一的非平凡中心扩张, 其由 {T am+j/ℓ} 及一个中心元 K 生成, 满足

[T am+j/ℓ, T
b
n+j′/ℓ] = fabcT

c
m+n+(j+j′)/ℓ +

(
m+

j

ℓ

)
κ̄abδm+n+(j+j′)/ℓ,0K

及 [T am+j/ℓ,K] = 0. 将此李代数记为 ĝω. 类似地, 可以找到一个导子 D, 从而使得 D 扩张后的

李代数为第二类李代数 gω = ḡ⊕ CD. 总结如下:

ḡ → ḡloop → ĝω → gω.

在第一类仿射李代数中, ghor 与 ḡ 同构, 对第二类仿射李代数, 有 ghor ∼= ḡ[0] ⊂ ḡ.
若放宽 ḡ 的条件使得其为可约 ḡ, 则需对每个单李代数及每个 u1-子代数引入中心扩张, 但

u1 的中心扩张可等价为一个, 因为 u1 的不可约模都为一维的. 故若写 ḡ = s̄ ⊕ h̄, 这里 s̄ 为半

单, h̄ 为阿贝尔, 则 ḡloop 的中心扩张有如下直和形式

ĝ = ŝ⊕ ĥ,

这里 s̄ 如前, 而 ĥ 写为

[tam, t
b
n] = dabmδm+n,0K, (4)
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这里 m,n ∈ Z, a, b = 1, ..., dim h̄, 且 dab 为常数对称矩阵. 这样的李代数称为 Heisenberg代数.
任何仿射李代数含有 Heisenberg 代数为子代数, 即由 {H i

m} 和 K 生成的, 满足 [H i
m,K] = 0

和 [H i
m,H

j
n] = κ̄(H i,Hj)mδm+n,0K 的代数. 若式4中无 a 指标时, 称为 û1 Kac-Moody 代数.

注意, 适当重新定义生成元可将 dab 写为 δab, 从而任何 Heisenberg 代数都同构于 û1 代数的直

和.

8 共形场论

我们为仿射李代数寻找一个生成函数. 回忆仿射李代数有生成元 T am, 满足

[T am, T
b
n] = fabcT

c
m+n +mκ̄abδm+n,0K. (5)

定义

Ja(z) :=
∑
n∈Z

T anz
−n−1, (6)

称为 Affine current 或 current. 任何以 z 为宗量的量都将称为场, 或场算符. 显然, 有

T am =
1

2πi

∮
0

dzzmJa(z) = Res0 zmJa. (7)

式7和6可互推, 也并不会影响原先仿射李代数的定义式5. 形式上, 这是因为将7带入式5之后,
围道积分在李括号之内就已求值并得到 T am 了, 这样一来5也就成了恒等式. 现在, 我们考察能
否将积分号提到括号外来, 即能否写

[T am, T
b
n] =

1

2πi

∮
0

dz
1

2πi

∮
0

dwzmwn[Ja(z), Jb(w)]?

注意到 [Ja(z), Jb(w)] = [
∑

m∈Z T
a
mz

−m−1,
∑

n∈Z T
b
nw

−n−1] =
∑

m,n∈Z z
−m−1w−n−1[T am, T

b
n], 求

和号可以提到李括号外面来,源于李括号的双线性. 这一李括号进而等于
∑

m,n∈Z z
−m−1w−n−1(fabcT

c
m+n+

mκ̄abδm+n,0K) =
∑

m∈Z(w/z)
m+1

∑
l∈Z z

−l−2(fabcT
c
l +mκ̄

abδl,0K) =
∑

m∈Z(w/z)
m+1(z−1T c(z)+

mz−2κ̄abK), 若围道为 w, z ∈ {z||z| = 1} = S1, 则对 m 的求和发散. 可见, 为能将积分号提到
括号外, 必须改变积分围道.

我们作如下尝试: 若写

[T am, T
b
n] =

1

2πi

∮
0

dz
1

2πi

(∮
C1

dwzmwnJa(z)Jb(w)−
∮
C2

dwzmwnJb(w)Ja(z)

)
,

对 Jb(W )的积分是在围道 w ∈ C1和 w ∈ C2上. 现在定义一个新的函数,记为R(Ja(z)Jb(w)),
使其在 C1 ∪ C2 上与上式值相同:

[T am, T
b
n] =

1

2πi

∮
0

dz
1

2πi

∮
C1∪C2

dwzmwnR(Ja(z)Jb(w)),



8 共形场论 41

配合定义

R(Ja(z)Jb(w)) :=

{
Ja(z)Jb(w) w ∈ C1(z) = {w|某逆时针围道, |w| < |z|}
Jb(w)Ja(z) w ∈ C2(z) = {w|某顺时针围道, |w| > |z|}

则事实上
∮
C1∪C2

dwzmwnR(Ja(z)Jb(w)) 可改为
∮
|w−z|=1/2

dwzmwnR(Ja(z)Jb(w)), 若有

R(Ja(z)Jb(w)) = (z − w)−2κ̄abK − (z − w)−1fabcT
c(w) +O(z − w)0,

则

[T am, T
b
n] =

1

2πi

∮
0

dz
1

2πi
dwzmwn[(z − w)−2κ̄abK − (z − w)−1fabcT

c(w) +O(z − w)0]

=
1

2πi

∮
0

dzzm[[−(
d

dz
zn)κ̄abK + znfabcT

c(z) + 0]

= −nκ̄abδm+n,0K + fabcT
c
m+n.

(8)

考察 d维时空流形上的共形变换的无穷小作用,得到一个 (d+1)(d+2)
2

-维的 (非半单)李代数.
将时空紧致化后, 该李代数生成的共形群为 SO(d− 2, 2) 的一个覆盖. 对 d = 2, 无穷小作用恰
为柯西–黎曼方程, 表明解为所有的解析函数 f(z) 和 f̄(z̄)(两者独立), 则有限共形变换构成一
个无限维李群, 其为全纯和反全纯坐标变换的直和. 考虑全纯函数, 选生成元 L

(c)
n = −zn+1 d

dz
,

则有 [L
(c)
m , L

(c)
n ] = (m−n)L

(c)
m+n, 称为Witt 代数. 这里上标 “(c)” 表 “经典”; Witt 代数在量子

化时变为 Virasoro代数 V(由 Lüaxgwe–Mach定理保证). 量子场生成 Hilbert空间, 而 Hilbert
空间为李代数的模, 从而可视场算符的集合为一个 φ(z, z̄) 为 V ⊕ V-模. 同时, 场的编序乘积定
义为其算符展开:

φi(z, z̄)φj(w, w̄) =
∑
k

dij
k(z, z̄, w, w̄)φk(w, w̄),

称为共形场论的算符积代数.
L0 + L̄0 生成伸缩变换, 故若将径向编序与编时等同, 则该算符扮演能量算符的角色, 故其

能谱有最小值, 从而对应场 φ 的 Virasoro-模为 V 和 V̄ 共同的最高权模; 其中最高权向量对
应的场算符称为初级场, 记为 ϕ(z, z̄) ≡ ϕc,∆;c̄,∆̄(z, z̄). 则有 Lnϕ = 0 对 n > 0, L0ϕ = ∆ϕ,
L−1ϕ = −∂ϕ(L−1 可等同于 L

(c)
−1 = −d/dz).

共形场论的融合规则: 任何两个初级场的乘积都可由 (初级和次级) 场展开, 得到的展开系
数类似研究单李代数的 Kronecker 乘积时的 Clebsch-Gordan 系数; 另外我们知道次级场的展
开系数由对称代数 W 完全决定, 故经常我们只需要知道初级场的展开系数. 这可以形式地写
为 {ϕi}, ϕi ∗ ϕj =

∑
kNij

kϕk. 这里的 N k
ij 类似于眼镜 Kronecker 乘积时引入的 Littlewood-

Richardson 系数: Λ̄i × Λ̄j =
∑

k LijkΛ̄k. 共形场论的自然性: 创算符的展开系数为零当且仅当
融合系数为零.
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对称代数的最大扩张: 若其中只有有限个初级场, 则这样的共形场论称为有理型共形场论.
所有的 WZW 理论都为有理型的 (因利用初级场可生成仿射李代数的最高权模, 这样的模有有
限多个).

9 Weinberg

一个系统的所有对称操作构成群 G. 考察这个系统中的量子态, Wigner 定理保证对称操
作在量子态上的作用是幺正或反幺正的. 对两个对称操作 g1, g2 ∈ G, 在一个量子态 |ψ〉 上的
作用有两种写法 U(g2)U(g2)|ψ〉 和 U(g2g1)|ψ〉, 两种写法允许差一个相位 eiϕ. 天然地, ϕ 应
该与 g1, g2, 及量子态 ψ 都有关系, 即记为 ϕψ(g1, g2); 但事实上 ϕ 与所作用得量子态无关

(为证此, 只需将 |ψ〉 写成两个线性无关的态的叠加 |ψ〉 = |ψA〉 + |ψB〉, 就可推出 e±iϕψ |ψ〉 =

e±iϕψA |ψA〉+ e±iϕψB |ψB〉, 从而 eiϕψ = eiϕψA = eiϕψB 与态无关), 从而可写为 ϕ(g1, g2). 从而 G

在量子态空间 (即 Hilbert 空间) 上的表示为射影表示. 若 G 为李群, 则 ϕ 在单位元 ϕ(1, 1) 附

近可写为 ϕ(g1(θ1), g2(θ2)) = fabθ
a
1θ
b
2, 这里 g1 = θa1T

a 为李群单位元附近的展开. 从而对李代
数 g 的效果为添加一项: fabcT c → fabcT

c + fab1. 注意, 这里的 1 为李群的单位元, 本不在 g

中; 但可以形式地引入 K, 其与 g 的元素均交换 (从而扮演了上面的 1 的位置), 使得 g ⊕ CK
为一个新的李代数, 其在量子态上的 (基本) 表示正是 g 在量子态上的射影表示. 这样引入的新
李代数称为对 g 的一个中心扩张, 系数 fab 称为中心荷. 但注意, 应区分平凡扩张与非平凡扩
张: 对平凡扩张,项 fab 可通过对李代数元素的重定义而吸收进新定义的元,从而李括号在新定
义的元下与原先 g 中的李括号不变, 也就总可以通过这样的重定义来令 ϕ = 0, 这时 G 在量子

态上的表示就是忠实表示而非射影表示. 若还存在 fab 的选取使得无法通过重定义元素来吸收

掉 fab, 则这样得到的中心扩张是非平凡的, G 在量子态上的表示也就是一个真正的射影表示.
上面通过李代数的中心扩张来区分了两类李群的表示. 这时我们假设了李群 G 是由李代

数生成的单连通李群. 除此之外 G 还可能为非单连通群, 这时即使李代数只有平凡的中心扩
张, G 仍存在射影表示. 但这时我们总可找到 G 的泛复叠空间 G̃, 在其上 G 不存在射影表示.
例: 所有单 (及半单) 李代数只有平凡的中心扩张. 洛伦兹代数同构于 su(2)⊕ su(2), 故只

有平凡的中心扩张. 庞加莱代数为洛伦兹代数的 (半直积) 扩张, 但也只有平凡的中心扩张. 伽
利略代数存在非平凡的中心扩张, 该扩张称为 Bargmann 代数, 可视为庞加莱代数的经典退化
情形.
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